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Introduccié

Antoni Roca RosSeLL
Secci6 de Ciéncies i Tecnologia
Institut d’Estudis Catalans

Per commemorar el centenari del curs que Einstein va impartir a Barcelona durant
la seva estada del 22 de febrer a I'l de marg de 1923, I'Institut d’Estudis Catalans
(IEC) i altres institucions organitzaren diversos actes entre el 2023 i el 2024. A
I'Institut, una activitat ptblica de relleu fou una exposicié al claustre de la Casa
de Convalescencia. L’exposicio estigué oberta, en un primer periode, des del 3 de
marg fins al 26 d’abril de 2023. En un segon periode, des del 16 d’octubre de 2023
fins al'11 de gener de 2024, s’organitzaren visites guiades a carrec de I'associacié
eXplorium. Varem comptar 47 grups escolars, amb un total de 1.271 estudiants,
fonamentalment, de batxillerat; també hi hagué 21 visites amb public general, amb
un total de 94 persones. L’organitzaci6 de I'exposici6 guia almenys cinc visites més,
amb aproximadament cinquanta persones. A més, cal dir que el personal de 'TEC
ha vist passar un seguit de visitants lliures que no han deixat de fluir durant tot el
periode. L’exposici6 tindra una versi6 en linia en el web de I'TEC.

Al mateix temps, convocarem a 'TEC experts en diferents camps per reflexio-
nar sobre la figura d’Einstein i 'actualitat de les seves contribucions. Aquestes
reflexions tingueren lloc el 3 de marg¢ de 2023 i el 16 de gener de 2024, i se’n pot
seguir el desenvolupament al canal de videos de 'TEC.'

Einstein ha assolit una posici6 singular en la ciencia del nostre temps, tant per
les seves contribucions com per la figura civica que ha projectat. Es clar que les
contribucions d’Einstein s’han anat matisant, complementant, superant, en els
debats en que participa (per exemple, sobre la nova mecanica quantica), i, com és
natural, en els anys posteriors a la seva mort el 1955. D’altra banda, Einstein s’im-
plica en la lluita per la igualtat i per la pau al mon, cosa que els seus collaboradors

1. https://www.youtube.com/@comunicacioiec/videos.
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meés propers difongueren i, en certa manera, exageraren (sobretot, quan s’insinuava
que Einstein no era deutor del seu temps). De tota manera, la disponibilitat del
seu arxiu personal i el procés d’edici6 dels seus Collected Papers ens donen 'opor-
tunitat de contrastar la seva figura amb documents, cosa que ha donat lloc a un
gran nombre d’estudis critics arreu del mon.

En aquest volum, incloem uns treballs que foren presentats a les jornades
organitzades per 'TEC en els quals els autors ens ofereixen una aproximacié més
acurada a les seves analisis.
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La curvatura de l'espai

Carme JORDI
Secci6 de Ciéncies i Tecnologia
Institut d’Estudis Catalans

1. INTRODUCCIO

Amb motiu dela inauguracié de 'exposicid «100 anys d’Einstein a Catalunya»,
de I'Institut d’Estudis Catalans, es va organitzar la jornada Einstein i 'actualitat
de les seves contribucions. En aquest marc, la ponencia «La curvatura de I'espai»
aborda una de les prediccions de la teoria general de la relativitat: que la distribu-
ci6 de massa a I'espai modela la seva geometria, la seva curvatura. Com a conse-
qiiencia d’aixo, la trajectoria de la llum segueix les deformacions de I'espai provo-
cades per les masses properes al cami des que la llum surt de I'emissor fins que
arriba a 'observador.

La mesura de les posicions d’estrelles situades darrere i al voltant del Sol durant
Ieclipsi solar total de 1919 va permetre fer la primera comprovaci6 observacional
de la prediccié d’Einstein pel que fa a la curvatura de les trajectories de la llum.
Evidentment, aixo va consolidar I'acceptaci6 de la teoria general de la relativitat
per part de la comunitat cientifica. Després de 1919, hem obtingut moltes més
proves observacionals de la curvatura de I'espai utilitzant diferents técniques i
diferents longituds d’ona. La curvatura provoca fenomens com ara les lents gra-
vitatories, que, combinades amb la precisié de les mesures a la Terra o a I'espai
mitjangant els instruments més actuals, permeten observar galaxies molt llunyanes
o inferir la preséncia d’exoplanetes al voltant d’altres estrelles, per posar-ne uns
quants exemples.

Aquest article se centra en la part observacional de la curvatura de I'espai, com
s’ha comprovat i quines son les mesures més actuals.
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2. ELS PRIMERS PASSOS

La llei de la gravitacié universal publicada per Isaac Newton el 1687, en els seus
Philosophice Naturalis Principia Mathematica, descriu la for¢a que s’exerceixen dos
cossos mutuament per la massa que contenen i la distancia que els separa. En con-
traposicio, la teoria general de la relativitat d’Albert Einstein, publicada el 1915,
planteja la gravetat integrada en I'espaitemps mateix, de manera que les masses
escampades en I'espaitemps en modelen la geometria, no tan sols des d’un punt de
vista global sind també local. Si ens imaginem un espai de dues dimensions, com
ara unalamina elastica, per exemple (vegeu la figura 1), les diferents masses situades
en la lamina provoquen deformacions (curvatures) més grans com més massa té el
cos en qiiestio. Aquesta deformacié forga que tota particula que viatja en'espaitemps
(i, també, lallum) es vegi obligada a seguir la forma modelada per les masses presents.
Les trajectories no son, doncs, rectilinies, sind corbades. Les trajectories son geode-
siques (de minima longitud) en aquest espaitemps deformat. La posici6 aparent
d’una estrella (o qualsevol altre objecte celeste) vista per un observador no és la
posicio real si la llum troba deformacions durant la seva trajectoria. D’aquest efec-
te se’n diu «deflexié de la llum». Tot i que la teoria general de la relativitat es va
publicar el 1915, Einstein ja va anunciar la curvatura de 'espaitemps el 1913.

El 1911, Einstein va suggerir que I'existéncia d’aquesta deflexio es podia com-
provar durant un eclipsi total de Sol i va esperonar la comunitat cientifica a
comprovar-ho. En aquell moment, basant-se en el principi d’equivalencia de la
teoria de la relativitat especial, va predir una desviacié de la llum de 0,83 segons
d’arc sila llum passa arran del limbe del Sol. Va ser el 1915, amb la teoria general

Ficura 1. A Tesquerra, les masses presents a 'espai el deformen, talment com si fossin
boletes pesades que provoquen deformacions en una lamina elastica. A la dreta, la llum
que es propaga per l'espai (la lamina) es veu obligada a seguir les deformacions i les tra-
jectories es corben (deflexi6 de la llum).

FonT: A l'esquerra, ESA - C. CARREAU, «Spacetime curvature» (en linia), <https://www.esa.int/
ESA_Multimedia/Images/2015/09/Spacetime_curvature>. A la dreta, adaptacié de 'autora a partir
de la imatge de I'esquerra.


https://www.esa.int/ESA_Multimedia/Images/2015/09/Spacetime_curvature
https://www.esa.int/ESA_Multimedia/Images/2015/09/Spacetime_curvature
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de la relativitat, que va adonar-se que el valor havia de ser el doble, 1,75 segons

d’arc, segons la formula:
4GM

——1
c%b

en que « és 'angle de desviacio, G la constant universal de la gravitacid, M la mas-
sa del cos que deforma 'espai, b el parametre d’impacte o distancia de la trajecto-
ria de la llum al centre de la massa M, i ¢ la velocitat de la llum en el buit. En el cas
de llum rasant respecte del limbe, el parametre d’'impacte b és el radi del Sol.

De fet, Einstein no va ser el primer de suggerir I'existencia de la deflexié de la
llum. El mateix Isaac Newton, en els seus tractats d’optica, ja proposava que la llum
sofreix una deflexié quan passa prop d’un cos massiu si es considera la llum com
una particula. Henry Cavendish, el 1784, i Johann Georg von Soldner, el 1801, van
calcular un valor de 0,83 segons d’arc per a aquesta deflexio, pero sense relacio-
nar-ho amb la curvatura de I'espai. El primer valor calculat per Einstein coincidia,
doncs, amb les prediccions anteriors de Cavendish i Von Soldner.

La Royal Astronomical Society britanica va organitzar dues expedicions a
Sobral, al Brasil, i a I'illa de Principe, al golf de Guinea, per observar I'eclipsi total
de Sol del 29 de maig de 1919, liderades per Arthur S. Eddington i Frank W. Dyson.
Es tracta del primer eclipsi total que es produia després de la publicacié de les
prediccions d’Einstein i després de la fi de la Primera Guerra Mundial. L’eclipsi va
durar quasi set minuts i el Sol estava situat a la constellacié de Taure, prop del
cumul de les Hiades, amb prou estrelles brillants al voltant per pensar que 'expe-
riment podia ser favorable.

Eddington i Dyson van presentar les mesures de les distancies relatives entre
les estrelles en preséncia del Sol (en el moment de l'eclipsi) i sense el Sol (en un
altre moment de I'any sense eclipsi) a la Royal Astronomical Society el novembre
de 1919, i les van publicar el 1920 (Dyson, Eddington i Davidson, 1920). Els resul-
tats sén: 1) hi ha un canvi en les distancies relatives entre estrelles en funcié de si
el Sol és a la trajectoria de la llum o no hi és, i, per tant, la deflexi6 de la llum exis-
teix, i 2) el valor que es dedueix de les observacions concorda amb el que prediu
la teoria general de la relativitat. Tot i que alguns cientifics dubtaven de les mesu-
res (per alguns ndvols que hi havia a I'illa de Principe i pel desenfocament en un
dels telescopis de Sobral) i tot i la possible presencia d’errors sistematics en I'ana-
lisi de les fotografies, la comunitat cientifica va acceptar majoritariament aquest
resultat com a prova de la validesa de les prediccions d’Einstein. La premsa se’n
va fer prou ressd amb titulars com ara «Einstein theory triumphs» («La teoria
d’Einstein triomfa») (The New York Times, 10 novembre 1919).

Després de I'eclipsi de 1919, es va repetir I'experiment en eclipsis posteriors
(cal destacar els de 1922, 19531 1973), en que el nombre d’estrelles era més elevat.
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Els resultats obtinguts coincidien totalment amb els primers d’Eddington. No hi
ha escletxes per a dubtes, doncs!

3. MZEs EVIDENCIES OBSERVACIONALS

La deflexi6 de la llum depen de la massa del cos present en la trajectoria i de
la distancia entre la trajectoria de la llum i aquest cos, tal com es descriu a la
féormula de més amunt. Com menys massa, menys curvatura de 'espai. Com més
lluny del cos, menys curvatura de I'espai. Si en el cas del Sol estem parlant d’una
desviaci6 d’1,75 segons d’arc quan la llum passa rasant respecte del limbe, en el
cas de Jupiter (M; = 1/1047 M; R; = 0,10045 R,) estem parlant de 16 millésimes
de segon d’arc, un factor aproximadament 110 vegades menor. En el cas de Sa-
turn, la deflexié és de només 6 millesimes de segon d’arc pel que fa a la llum
rasant.

Mesurar angles tan petits des de la Terra només és possible amb tecniques
d’interferometria, i especialment amb radiofreqiiéncies. Utilitzant la xarxa VLBI
(delangles very long base interferometer), que combina mesures fetes amb antenes
de radio situades en diferents continents, Treuhaft i Lowe (1991) van mesurar la
posici6 de la radiofont P0201+113 durant 4 hores el 21 de mar¢ de 1988, quan
Jupiter era a una distancia d’aproximadament 10 R; (200 segons d’arc) en la pro-
jecci6 al cel. Van repetir les observacions el 2 d’abril de 1988, quan Jupiter ja era
lluny de la radiofont. Si la llum rasant respecte del limbe de Jupiter es desvia
16 millésimes de segon d’arc, a una distancia deu vegades superior, la desviacid
predita és només de 0,3 millesimes de segon d’arc. Els instruments emprats van
permetre obtenir mesures amb una precisié de 0,16 millesimes de segon d’arc i
rebutjar amb un 99,999 % de probabilitat la no coincidéncia amb la predicci6 de
la teoria general de la relativitat. Aquesta va ser la primera mesura de la curvatura
de 'espai amb radiofreqiiencies i, alhora, va ser una altra constatacié de la valide-
sa d’aquesta teoria.

Utilitzant també la xarxa VLBI, Lebach et al. (1995) van mesurar, I'octubre
de 1987, les posicions de les radiofonts extragalactiques 3C273B i 3C279 durant
deu dies al voltant de 'ocultacié de 3C279 pel Sol i van fer servir com a referéncia
3C273B, situada a una distancia angular de 10 graus. El valor deduit per a la de-
flexié va ser de 0,9998 +/- 0,0008 vegades el valor predit per la teoria general de
la relativitat. Una altra corroboracio, doncs.

4. LENTS GRAVITATORIES

En relacié amb aquesta deflexié de la llum, el 1912 Einstein va plantejar les
primeres idees sobre I'existencia de multiples imatges d’un mateix objecte real amb
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llum que arriba a I'observador havent seguit trajectories diferents perque en el
cami s’interposa un cos massiu (vegeu la figura 2). Aquest cos actua corbant I'es-
paitemps i, per tant, les trajectories de la llum. En lents optiques convergents la
trajectoria de la llum es corba de manera semblant per efecte de la refraccié de
la llum en la lent. Per aquesta similitud, 'efecte de la curvatura de la trajectoria
de la llum per la preséncia d’'un cos massiu s’ha anomenat lent gravitatoria.

En presentar les seves idees, Einstein comentava que és molt improbable que
des dela Terra es puguin tenir estrelles prou alineades per observar 'efecte de lent
i, per aixo, era molt reticent a publicar les seves prediccions. No ho va fer fins al
1936 (Einstein, 1936) i, en la publicacio, hi deixa ben clar que ho fa a peticio del
seu company Rudi W. Mandl. En la publicacié també diu:

Of course, there is no hope of observing this phenomenon directly. First,
we shall scarcely ever approach closely enough to such a central line. Second,
the angle  will defy the resolving power of our instruments.

Einstein no confia gens en la deteccié d’aquest efecte, pero prediu que, si hi ha
aquesta alineacid, s’ha d’observar un augment de la brillantor aparent de I'objecte
en qliestio. Tornarem a aixo més endavant.

Trajectoria de la llum sense deflexio
Imatge de la font real
@
a Trajectoria de la llum amb deflexi6 Observador
b
L)

Font real
e i T

i D;s D,

H B

Pla que conté la font Pla que conté la lent Pla que conté I'observador

Ficura 2. Efecte de lent gravitatoria en cas d’una alineacié perfecta entre I'objecte real,
I'objecte que actua com alenti'observador. A I'observador li arriba llum provinent d’'una
font real, perd que segueix camins diferents per la preséncia d’un cos que actua com a lent
gravitatoria. L’observador veu més d’una imatge de la font real, veu més d’un objecte, tot
i que només n’existeix un. Si I'alineaci6 entre la font real, la lent i 'observador no és per-
fecta, la longitud dels camins recorreguts per la llum per crear les diferents imatges pot ser
diferent.

Font: Elaboracié propia.
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Pero les coses canvien al cap d’unes quantes decades amb el descobriment dels
quasars, al final de la década de 1950. Es tracta de galaxies amb nuclis actius molt
lluminosos, tan lluminosos que dominen la llum de tota la galaxia i atorguen una
aparenca quasi puntual (quasar = quasi estrella). Rapidament, es va fer ressuscitar
laidea deles lents gravitatories. En ser tan lluminosos, son els objectes més llunyans
que podem observar, i la probabilitat que la seva llum passi a prop d’una galaxia
abans d’arribar a la Terra no és tan negligible com Einstein pensava pel que fa a
Ialineacid fortuita de dues estrelles vistes des de la Terra. A més, ara no es tracta
d’una estrella que actua com a lent, siné que I'efecte de lent el fa una galaxia molt
més massiva que una estrella, i les imatges creades estan més separades entre elles
i son més facils de resoldre de manera angular. Aixo obria noves perspectives.

La figura 2 mostra el cas d’alineacid perfecta entre I'objecte, la lent i 'observa-
dor. D;, D;si Dy s6n les distancies entre 'observador i la lent, entre la lent i la font
real, i entre I'observador i la font real, respectivament. La variable b és el factor
d’impacte, la distancia entre el raig de llum i el centre de masses de la lent. La
variable « és la deflexi6 de la llum predita per la teoria general de la relativitat i
expressada per la formula de més amunt. Si considerem la font real i la lent com
a objectes puntuals, la separaci6 angular entre la posici6 real de la font i les seves
imatges, 0,, ve donada per

by = (120 )"

c? DSDL

Cal dir que, depenent de la forma, la massa, les distancies i I’alineaci6 de la
font llunyana i la lent, podem obtenir imatges dobles, triples o quadruples, anells
o arcs (vegeu la figura 3).

La primera confirmacié arriba el 1979 amb l'observacié del quasar bessé
SBS 0957+561, situat a 9-10° anys llum de distancia (Walsh, Carswell i Weymann,
1979). Es tracta de la doble imatge d’aquest quasar creada per la galaxia YGKOW G1,
situada més a prop, a 4-10° anys llum de distancia, que actua com a lent gravitatoria
(vegeu la figura 3). A continuacid se’n van anar identificant més casos. El 1985 es va
descobrir la primera imatge quadruple (creu d’Einstein) d’un quasar llunya, el
QS0 2237+030, situat a 8-10” anys [lum de distancia, creada per la galaxia ZW 2237+030,
situada a 400 milions d’anys llum (Huchra ef al., 1985). La mida angular de la creu
d’Einstein és només d’1,6 segons d’arc x 1,6 segons d’arc (vegeu la figura 3).

Buscar imatges multiples, arcs o anells és com buscar una agulla en un paller.
On els hem de buscar? Logicament, les alineacions sén més probables en zones
amb molta densitat de galaxies, com és el cas dels cimuls i els supercimuls de
galaxies (vegeu la figura 3, a baix a la dreta).

Per posar-ne un exemple, des del primer descobriment el 1985, s’han anat
afegint a la llista una cinquantena de creus d’Einstein més. Recentment, n’hi hem
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Figura 3. A daltalesquerra, el quasar bessé QSO SBS 0957+561. A la part central de la
imatge es pot veure la galaxia YGKOW G1, que actua com a lent gravitatoria. La separaci6
entre les imatges és de 6 segons d’arc. A dalt a la dreta, la creu d’Einstein del quasar
Q2237+030 0 QSO 223740305, creada per la galaxia central ZW 2237+030. Les dimensions
de la creu son d’1,6 segons d’arc x 1,6 segons d’arc. A baix a 'esquerra, 'anell d’Einstein
creat per la galaxia vermella LRG 3-757 d’una galaxia blava més allunyada amb una alinea-
ci6 quasi perfecta. A baix a la dreta, el sistema de lents SDSS J0928+2031, en queé el camul
de galaxies més proper crea imatges distorsionades de les galaxies que son darrere del
cumul.

FonT: A daltalesquerra, ESA/HUBBLE i NASA, «QSO B0957+0561», a Wikimedia Commons (en
linia), <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:QSO_B0957%2B0561.jpg>, sota llicéncia Creative
Commons Reconeixement 4.0 Internacional, <https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/>. A
dalt a la dreta, NASA, ESA i STScI, «Einstein cross», a Wikimedia Commons (en linia), <https://
commons.wikimedia.org/wiki/File:Einstein_cross.jpg>, de domini public. A baix al'esquerra, adap-
tacio de Bullwersator, a partir ’ESA/HUBBLE i NASA, «A horseshoe Einstein Ring from Hubble»,
a Wikimedia Commons (en linia), <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:A_Horseshoe
_Einstein_Ring from_Hubble.JPG>, de domini public. A baix a la dreta, ESA/HUBBLE i NASA,
M. GLADDERS et al., reconeixement: Judy Schmidt, «Peering into the past SDSS J0928+2031», a
Wikimedia Commons (en linia), <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Peering_into_the_past
_SDSS_J0928%2B2031.jpg>, sota llicencia Creative Commons Reconeixement 4.0 Internacional,
<https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/>.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:QSO_B0957%2B0561.jpg
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Einstein_cross.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Einstein_cross.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:A_Horseshoe_Einstein_Ring_from_Hubble.JPG
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:A_Horseshoe_Einstein_Ring_from_Hubble.JPG
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Peering_into_the_past_SDSS_J0928%2B2031.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Peering_into_the_past_SDSS_J0928%2B2031.jpg
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
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afegit dotze de cop, un augment d’un 20 % (Stern et al., 2021). Per comprovar
que les quatre imatges de la creu corresponen realment a imatges multiples, els
autors van realitzar observacions espectroscopiques des de la Terra per assegurar
que procedien del mateix objecte. L’increment tan rapid del nombre de casos
coneguts es deu a la missi6 espacial Gaia' de I’Agéncia Espacial Europea (Gaia
Collaboration, Prusti et al., 2016), i és perqué Gaia observa tot el cel sencer amb
una resoluci6 angular sense precedents. Es, doncs, una maquina de descobriments
i s’espera que en les properes publicacions de dades s’aportin centenars de casos
més.

El descobriment de les lents gravitatories ha permés constatar la validesa de la
teoria general de la relativitat i, alhora, ha obert noves maneres d’estudiar I'Univers.
Posem-ne un exemple. Tal com hem dit, la curvatura de 'espai depeén de la massa
de la lent. Doncs bé, la mesura de la separacié entre imatges del cos llunya ofereix
una manera de deduir la massa de la lent, que es compon no tan sols de materia
barionica (estrelles, planetes, medi interestellar, etc.), sin6 també de mateéria fosca
(la naturalesa de la qual encara no coneixem). Les lents gravitatories ofereixen una
manera de mesurar la quantitat de materia fosca continguda en les galaxies i la
seva distribucié espacial.

Donem un altre exemple. Els quasars son objectes de lluminositat variable i
el senyal de la variabilitat (augment i/o disminucié en un moment donat) triga
un temps a arribar-nos a la Terra pel fet que la velocitat de la llum és finita. Sila
llum ens arriba per camins diferents perque hi ha una lent interposada en el
cami, no veurem la variacié de manera simultania en totes les imatges del quasar.
Com més llarg sigui el cami, més trigara a arribar-nos. A partir d’aquestes dife-
réncies de temps entre la variabilitat de les imatges, es pot deduir el valor de la
constant de Hubble-Lemaitre, que correspon al ritme actual d’expansi6 de
I'Univers.

5. MICROLENTS GRAVITATORIES

Tot i que la probabilitat que les estrelles s’alinein no és gaire elevada, si que
pot ocorrer. Podem pensar en multiples escenaris: lents que son estrelles simples,
lents que son estrelles binaries, lents que contenen estrelles amb planetes i/o sa-
tellits (llunes) i objectes llunyans que sén una estrella simple, binaria, amb plane-
tes i/o satellits o sense.

En aquests casos, la separacio entre les diverses imatges d'un objecte real crea-
des per la lent sén molt properes entre elles i dificilment observables com a imat-

1. https://www.cosmos.esa.int/web/gaia.
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ges separades. Els instruments d’observacié no tenen prou resolucié angular, tal
com ja deia Einstein quan va accedir a publicar les seves prediccions el 1936. Pero
si que es pot observar facilment un increment de la lluentor aparent de I'objecte
real (tal com deia Einstein), perque en el moment que tenim 'alineacié amb la lent
ja no en veiem només una imatge, sin6 dues o més, i la lluentor que observem és
la suma de les lluentors de les diferents imatges. La figura 4 mostra el cas d’'una
lent composta per una estrella i un planeta que transita per davant d’una estrella
més llunyana. Durant I'estona del transit es produeixen imatges multiples de I'es-
trella llunyana creades per I'estrella més propera i el seu planeta. La mateixa figu-
ra també mostra el cas real ' OGLE-2005-BLG-390 ocorregut el 2005. La publicacio
DR3 de Gaia inclou 363 casos de microlents (de diverses configuracions), 90 dels
quals s6n descobriments nous (Wyrzykowski et al., 2023).

Aquest aparent augment temporal de la llum rebuda d’una estrella ha permes
de descobrir 'existencia d’aproximadament tres-cents exoplanetes, i segur que
en un futur se’n descobriran més a partir de missions espacials i projectes a la
Terra especialment dedicats al monitoratge de la llum de les estrelles i la seva
variacio.
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Ficura 4. ATesquerra, 'esquema del fenomen de microlent creat per una lent compos-
ta d’una estrella i un planeta. Quan la lent transita per davant de I'estrella llunyana (a la
figura ho fa de dreta a esquerra), es creen imatges multiples molt poc separades entre elles
i que es perceben com una sola imatge de més brillantor. A la dreta, variacié de la brillan-
tor aparent en el cas de microlent OGLE-2005-BLG-390. Els punts corresponen a les ob-
servacions, i les linies, a models teorics. Es pot veure I'increment de llum causat per I'es-
trella propera i també 'augment de llum creat pel seu planeta.

Font: A l'esquerra, Dave Bennett. A la dreta, ESO, «Light curve of OGLE-2005-BLG-390» (en

linia), <https://www.eso.org/public/spain/images/eso0603b/?lang>, sota llicéncia Creative Commons
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6. ESTIRANT MES LA CORDA

Mentre dura el fenomen de microlent, la llum que percebem esta composta
per les diverses imatges creades, tal com hem comentat abans. Pero hi ha un in-
gredient més, i és que la posici6 de I'estrella llunyana percebuda és la del fotocen-
tre de les diverses imatges creades. Durant el transit, les imatges van canviant de
posicio i lluentor aparent, i, per tant, la posicio del fotocentre també canvia. Ara
bé, aquesta variacio és realment petita i calen mesures d’una precisié extrema per
observar-les. I aqui entra en joc un altre cop el satellit Gaia, que és capag de me-
surar angles amb precisions de 10 milionesimes de segon d’arc. La segona micro-
lent descoberta per Gaia, anomenada Gaial6aye, va ocorrer el novembre de 2016.
En aquest cas, la lent és una estrella binaria. S"ha analitzat la posicié de I'estrella
llunyana durant el fenomen de la microlent, i sobserva que les posicions no se-
gueixen un model de moviment d’estrella simple. Només quan s’assumeix que
la llum és desviada per una lent doble, es pot modelar amb molta precisio les di-
verses posicions aparents observades, arribant a residus de poques millésimes de
segon d’arc.”

7. CONCLUSIONS

L’existencia de la curvatura de I'espai esta ben establerta des del punt de vista
teoric i corroborada de manera observacional. No s’ha trobat, de moment, cap cas
que no concordi amb la teoria general de la relativitat.

L’existéncia de la curvatura de I'espai, i, en conseqiiéncia, de la deflexi6 de la
llum i els fenomens de lents i microlents gravitatories, ha permes detectar estrelles
multiples, exoplanetes i quasars amb un desplacament cap al roig molt elevat (molt
llunyans), mesurar masses de galaxies (i inferir-ne la materia fosca) i contribuir a
determinar el valor de la constant de Hubble-Lemaitre.

En els propers anys i déecades les dades de missions espacials i projectes a la
Terra, tant actuals com futurs, aportaran un munt de dades més i amb mesures
molt precises, tant pel que fa a les posicions com a les lluentors aparents. La cur-
vatura de 'espai predita per Einstein és, doncs, plenament actual.
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1. INTRODUCCION

La conmemoracién del centenario de la visita de Albert Einstein (1879-1955)
a Barcelona en 1923, a través de las dos jornadas dedicadas por el Institut d’Estu-
dis Catalans (IEC) a Einstein i l'actualitat de les seves contribucions, es una ocasion
propicia para poner de manifiesto el uso peculiar que este hizo del conocido como
método cientifico (MC), asi como del caracter un tanto ambiguo de tan renombra-
do procedimiento. Ello nos permitira obtener algunas consideraciones sobre
ambos mitos —el personaje y el método— que pueden resultar un tanto sorpren-
dentes debido a episodios y matices usualmente ignorados acerca del papel jugado
por ambos en el desarrollo de la fisica.

Comenzaremos con una breve consideracion acerca de las caracteristicas del
MC, atendiendo a una descripcién de sus rasgos esenciales, tal y como suelen ser
usualmente expuestos. Como punto de partida podemos tomar como un enuncia-
do, por ejemplo, el que aparece en el Oxford English Dictionary: «procedimiento
que ha caracterizado a las ciencias naturales desde el siglo xvI1, consistente en la
observacion, medicidn y experimentacion sistematicas, y en la formulacion, com-
probacién y modificacion de hipotesis».' Pero antes de presentar nuestras consi-
deraciones al respecto, recordemos, aunque sea someramente, algunos detalles
sobre el origen y el desarrollo de tal método.

Aun siendo conscientes de la dificultad —y también de la injusticia— de
asignar con rigor la paternidad de cualquier gran aportacion a la cultura a un
personaje concreto, dado el caracter de esta contribuciéon nosotros daremos aqui

1. Cuando no se cita el nombre del traductor, como es el caso, ello indica que la traduccion es
propia.
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por buena la idea de atribuir al inglés Francis Bacon (1561-1626) el establecimien-
to de las caracteristicas esenciales del posteriormente conocido como MC, en gran
medida contenidas en su famosisimo tratado Novum Organum, aparecido en 1620
(Bacon, 2011). Alli se preconiza la investigacion acerca del comportamiento de
la naturaleza como una fuente de conocimiento que podria conducir a una me-
jora permanente de la calidad de la vida humana. Para ello es necesario poner en
claro las condiciones y formas de actuacion para llegar a obtener conocimiento
verdadero, lo que exige unos requisitos a los que de ninguna forma se ajusta la
descripcidn aristotélica de la naturaleza ni los ulteriores refinamientos; esencial-
mente, por el escaso o nulo papel jugado por las experiencias para obtener las
conclusiones.

Segun Bacon, las experiencias —directas o provocadas— eran la mejor fuente
para obtener conocimiento verdadero acerca del comportamiento del mundo fi-
sico, a pesar de la reconocida dificultad existente para interpretar los resultados
obtenidos y luego llegar a conclusiones precisas desde su andlisis. Precisamente
por ello, todo intento de establecer conclusiones ultimas correctas debia someter-
se arepetidas comprobaciones de las bases experimentales de partida —que debian
ser reproducibles— y a la critica rigurosa de otros cientificos familiarizados con
el problema analizado. La colaboracién e intercambio de ideas entre cientificos
deberia ser habitual para un mejor avance de la comprension de la naturaleza.
Incluso apunt6 la idea de crear sociedades que facilitaran discusiones e intercam-
bios.

Este tipo de nociones calaron pronto con fuerza en la mente y en la practica
de muchos cientificos.” De hecho, este MC, aunque sin ser reconocido como tal,
guarda gran similitud con el que venian practicando Nicolas Copérnico (1473-
1543) y Tycho Brahe (1546-1601), por ejemplo. Y también lo emplearon, aunque
ya en plena Revolucién Cientifica, Galileo Galilei (1564-1642), Johannes Kepler
(1571-1630), René Descartes (1596-1650) e Isaac Newton (1643-1727), entre otros,
quienes, ademas, divulgaron su necesidad y refinaron su interpretacién mediante
la propia puesta en practica. De hecho, existen historiadores y fildsofos de la cien-
cia que asignan a algunos de estos tltimos la paternidad del establecimiento del
propio MC. Pero no es de nuestro interés dilucidar aqui este tipo de cuestiones.
Nos conformamos con dejar constancia de que, desde entonces, se asigna al MC
la exclusividad para llegar a formular teorias fisicas dignas de consideracion.

2. Emplear aqui el término cientifico es un claro anacronismo, que nos permitimos por como-
didad. El término cientifico no fue introducido hasta 1833, cuando el filosofo britanico William Whewell
(1794-1866) lo sugiri6 para diferenciar a los practicantes del nuevo MC de los especulativos filésofos
naturales y de los artesanos con habilidades para construir artilugios mecanicos.
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Aunque no haya total acuerdo en cuanto a las etapas y especificaciones asocia-
das con el MC, este se suele presentar, a grandes rasgos, como integrado por estas
fases:

— Reconocimiento y planteo de los objetivos.

— Consideracion de los datos, observaciones y experimentos sobre el tema.

— Establecimiento de hipétesis para aventurar una explicacion.

— Diseno y realizacion de pruebas lo mas directas posibles para contrastar la
validez de las hipotesis introducidas.

— Analisis de los resultados de las comprobaciones.

— Obtencién de conclusiones, ya sean deduciendo lo inapropiado de las hipo-
tesis introducidas o el establecimiento de su validez.

— Formulacidn clara de las conclusiones. Todo lo cual se hara publico, gene-
ralmente.

Lo que pretendemos en esta corta exposicion es poner de manifiesto como
algunas desviaciones notables en el empleo del MC han conducido a la formulacién
de importantes teorias fisicas y, en particular, cémo Einstein hizo un uso peculiar de
dicho procedimiento, al recurrir en sus investigaciones a elementos ajenos al mé-
todo en si, incorporando unos elementos originales que se repetirian en el curso
de su busqueda de explicaciones del comportamiento del mundo fisico. Asi, tra-
taremos de justificar la imposibilidad de atribuir las creaciones cientificas exclu-
sivamente a la practica de un método bien definido y prefijado, por claras que
parezcan sus caracteristicas. En cualquier caso, quedard patente que las referencias
al MC conllevan siempre un elevado grado de mitologia.

La clave para nuestro propdsito esta en destacar —mediante algunos ejemplos
del vasto muestrario que la historia de la fisica ofrece— el amplisimo espacio que
separa las observaciones y los experimentos de la introduccion de las correspon-
dientes hipdtesis, que son las que daran lugar a la formalizacion de una nueva
teoria. Y, entre estos ejemplos, hemos elegido tres que ilustran la extraordinaria
aportacion que ciertas nociones han aportado al MC propiamente dicho, para
obtener un resultado final trascendente:

— La intuicién (Faraday, Maxwell).

— Los preconceptos (Einstein).

— La propia concepcidn de la ciencia (Einstein y Reichenbach).

2. MAXWELL Y LA INTUICION

El objetivo de las primeras investigaciones del fisico escocés James Clerk Max-
well (1831-1879) era la busqueda de una estructura matematica que diera rigor y
consistencia a las ideas expuestas por el quimico y fisico autodidacta inglés Michael
Faraday (1791-1867), esencialmente en la década de 1830. El danés Hans Christian
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Oersted (1777-1851) habia demostrado experimentalmente, en 1820, que la elec-
tricidad era capaz de ejercer acciones mecanicas sobre una brdjula. En 1831, a
partir de originales e ingeniosos experimentos, Faraday evidencié que el magne-
tismo, a su vez, era susceptible de inducir fendmenos eléctricos, con lo que dejo
definitivamente establecido que entre electricidad y magnetismo existia un firme
nexo (Faraday, 1965). El esclarecimiento de esta relacion constituyd el objetivo de
una disciplina para la que se acuii¢ un nuevo término: electromagnetismo.’

Se trataba de dar sentido matematico a las nociones lineas de fuerza 'y campo
electromagnético intuidas por Faraday —contrala accién a distancia newtoniana—
para explicar los fendmenos electromagnéticos. En esta direccion, Maxwell publi-
co tres articulos fundamentales, antes de llegar al resultado final. He aqui una li-
gera referencia a los mismos:

— 1856: en «On Faraday’s lines of force», Maxwell detectaba una analogia
entre la propagacion de un fluido incompresible (ficticio) y la del campo electro-
magnético, introduciendo en virtud de esa misma analogia unas magnitudes fisi-
cas que consideraba apropiadas para describir y tratar el campo electromagnético
y su propagacion. De esta forma obtiene unas ecuaciones que son la primera
forma de las luego conocidas como ecuaciones de Maxwell (EM), aunque sin que
en ellas apareciera atn la corriente de desplazamiento (Maxwell, 1856).

— 1861: en «On physical lines of force», Maxwell recurrié a un modelo com-
pletamente mecanico a base de vortices de éter (responsables del magnetismo)
entre los que se transmiten movimientos circulares, con la intervencion de parti-
culas materiales (responsables de la electricidad), que hacen de cojinetes. Como
alguna vez se comentd en tono irénico y critico ante lo que se podia considerar
una burda justificacion del resultado final, aquello recordaba mas bien la cons-
truccion de un ingenioso mecanismo en el seno de una fabrica que la deduccién
de una ley fundamental de la naturaleza. Dado el profundo cambio en los supues-
tos de partida, no deja de sorprender que obtuviera otra vez como resultado las
EM, ahora ya con la corriente de desplazamiento incluida (Maxwell, 1861).

— 1865: a pesar del éxito de las EM en la explicacion de los resultados experi-
mentales del momento, no es de extrafar el escepticismo generalizado ante los
razonamientos ofrecidos por el escocés, con sus artificiales y cambiantes justifica-
ciones. Enfrentado a las dificultades objetadas a sus dos deducciones anteriores,
opto por una tercera via. Asi, en «A dynamical theory of the electromagnetic field»,
refin6 las EM antes obtenidas y pasé a argumentar de una forma sorprendente: la
justificacion ultima de las ecuaciones obtenidas no radica en los razonamientos
sino en el éxito de sus previsiones (Maxwell, 1865).

3. Curiosidad histérica: Maxwell naci6 el afio que Faraday descubri6 la induccién electromag-
nética y muri6 el ano que nacid Einstein.
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Podemos considerar que esta historia acabd en 1873, con la publicacién del
luego universalmente famoso Treatise, en el que Maxwell ya toma sin ambages sus
propias ecuaciones como punto de partida para obtener con rigor resultados co-
nocidos y predecir otros nuevos que pronto fueron confirmados (Maxwell, 1954).

La reaccion generalizada ante los intentos de Maxwell por justificar las EM,
junto con el éxito de estas a la hora de explicar y predecir fendmenos electromag-
néticos, condujo a la idea de que la aportacién maxwelliana parecia una teoria
fundamental, dada su estructura y rigor matematico, asi como la amplitud de sus
aplicaciones; todo ello a pesar de la aparente imposibilidad de llegar a una justifi-
cacion cabal de las ecuaciones fundamentales. Asi, se optd por su postulacion y
volcarse en sacar partido de las aplicaciones, tal como acabd haciendo el propio
Maxwell. Para concluir este apartado nos remitimos a dos opiniones al respecto,
ambas sumamente autorizadas. Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894) —el descu-
bridor de las ondas electromagnéticas, en 1888— escribi6 en relacion con el tema
que nos ocupa:*

Mas de uno se ha dedicado con ahinco al estudio de la obra maxwelliana,
y, sin que le fueran obstdculo las extraordinarias dificultades matematicas, ha
tenido sin embargo que renunciar a formarse una concepcion de las opiniones
maxwellianas totalmente coherente. A mi mismo no me fue mejor. Por mas
que admirara las relaciones matematicas de la teoria maxwelliana, no siempre
estaba del todo seguro de haber vislumbrado la mentalidad auténtica de Max-
well, en cuanto al significado fisico de sus afirmaciones [...]. A la pregunta
«;qué es la teorfa maxwelliana?» no sabria dar una respuesta mas breve y pre-
cisa que esta: la teoria maxwelliana es el sistema de las ecuaciones de Maxwell.

En términos parecidos se expresaba en 1902 el fisico, epistemologo e historiador
francés Pierre Maurice Duhem (1861-1916), en su estudio critico sobre el electro-
magnetismo de Maxwell:®

A menos que estemos cegados por una admiracién por parcialidad, no
podemos desconocer las incoherencias e inconsistencias que hacen que el ra-
zonamiento de Maxwell sea inaceptable para una mente justa; estas incoheren-
cias no son, en el trabajo del fisico inglés, defectos de menor importancia y fa-
ciles de corregir; ilustres gedmetras han tratado de poner orden en este trabajo
y han tenido que renunciar a ello. ;Qué curso de acciéon podemos tomar, dado
que no podemos resolver ni para dar un valor demostrativo al razonamiento de
Maxwell ni para abandonar la teoria electromagnética de laluz? [...]. Dado que
los razonamientos y calculos por los cuales Maxwell desarroll6 su teoria de la

4. Hertz (1892), p. 53 de la traduccién espaiola de Garcia Doncel y Roqué (1990).
5. DuHEM (1902), p. 209 de la traduccion espaiola de Katz (2018).
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electricidad y el magnetismo estan en todo momento comprometidos por con-
tradicciones no accidentales, no faciles de corregir, sino esenciales e insepara-
bles de todo el trabajo, dejemos de lado estos argumentos y calculos. Tomemos
simplemente las ecuaciones a las que han llevado a Maxwell, y sin tener en
cuenta los procesos mediante los cuales se obtuvieron estas ecuaciones, acepté-
moslas como hipétesis fundamentales, como postulados sobre los que basare-
mos todo el edificio de las teorias eléctricas. Asi guardaremos, si no todos los
pensamientos que han agitado la mente de Maxwell, al menos todo lo que es
esencial e indestructible en estos pensamientos, porque «lo que es esencial en
las teorias de Maxwell son las ecuaciones de Maxwell».

Ante la actitud de Maxwell en su bisqueda de las ecuaciones fundamentales
del electromagnetismo, cabe plantearse diferentes cuestiones. La esencial, en nues-
tra opinion: ;como es posible que ante enfoques y puntos de partida tan dispares
siempre obtuviera como resultado final las EM? Uno tiende a pensar que deberian
estar en su mente desde un principio, lo que le permitié después justificarlas de
diferentes formas: a través de una analogia primero, valiéndose de un modelo
mecanico después y, finalmente, mediante una auténtica axiomatizacion. ; Cémo
encajar este variopinto modo de proceder dentro del encorsetado marco en el que
se suelen encuadrar las prescripciones del MC? Es tan solo un episodio de la his-
toria de la ciencia, que sirve para ilustrar el relevante papel que puede jugar la pura
intuicidn en la creacion cientifica, asi como para poner de manifiesto las dificul-
tades que implica establecer una clara demarcacion de los limites del susodicho
método.

3. EINSTEIN Y SUS APRIORISMOS

Los experimentos realizados a finales de la década de 1900 por el fisico francés
Jean Baptiste Perrin (1870-1942) confirmaron plenamente las previsiones einstei-
nianas de 1905 en su trabajo sobre el movimiento de particulas suspendidas en
liquidos, en el que presentaba una explicacion tedrica del movimiento browniano
(Einstein, 1905). Perrin llevd a cabo sus experimentos —principalmente, en 1908
y 1909— fuertemente atraido por la posibilidad de colaborar decisivamente en
demostrar la validez de la hipétesis atdmico-molecular, de la cual era decidido
partidario, posiblemente influido por sus investigaciones previas sobre los rayos
catddicos, cuyos resultados parecian confirmar la existencia de dtomos de electri-
cidad.

La teoria de Einstein y los experimentos de Perrin supusieron un espaldarazo
definitivo para la admision generalizada de la constitucion atémico-molecular de
la materia. Como ejemplo de la drastica conversion al atomismo hacia 1909, cita-
mos dos elocuentes textos —separados por tan solo tres anos— del energeticista
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Wilhelm Ostwald (1853-1932), uno de los mas ilustres activistas contra la doctri-
na molecular:*

Como he venido manteniendo durante los ultimos diez afios [...] debe ser
sustituida [la teoria molecular] por otra teoria, a la que se ha dado en llamar
Energética [...]. La cuestion sobre la identidad o no identidad de diferentes
porciones de agua carece de sentido, puesto que no hay medio de aislar las
partes individuales del agua e identificarlas [...]. Los &tomos son tan s6lo obje-
tos hipotéticos.

[Harvard, 1906]

Me he convencido de que recientemente hemos llegado a la posesion de la prue-
ba experimental de la naturaleza discreta o granular de la materia, que la hipdtesis
atémica ha venido buscando en vano durante siglos, incluso milenios [...] y, por
otra parte, el acuerdo de los movimientos brownianos con las predicciones de la
hipétesis cinética, que ha sido demostrado por una serie de investigadores, prin-
cipalmente por Perrin, es una evidencia que ahora justifica que incluso los cienti-
ficos mas cautelosos hablen de la prueba experimental de la naturaleza atomica de
la materia que rellena el espacio. Lo que hasta ahora se ha venido llamando hipo-
tesis atdmica queda por tanto elevada al nivel de teoria bien fundamentada.

[Leipzig, 1909]

En su autobiografia cientifica —escrita cuarenta afios después de los aconte-
cimientos que estamos comentando— Einstein incluye una reflexion sobre esta
conversion generalizada al atomismo, que resulta muy apropiada para mostrar sus
ideas sobre el papel de los preconceptos en el proceso de la creacion cientifica:’

6.
7.

La concordancia entre estas consideraciones [la explicacion tedrica del movi-
miento browniano] y la experiencia, junto con la determinacién de Planck del
tamafo molecular verdadero a partir de la ley de radiacion (para altas temperatu-
ras), persuadio a los por aquel entonces numerosos escépticos (Ostwald, Mach)
de la realidad de los atomos. La aversion de estos investigadores hacia la teorfa
atémica hay que atribuirla sin duda a su actitud filoséfica positivista. Es éste un
interesante ejemplo de que incluso investigadores de espiritu audaz y fino instinto
pueden verse estorbados por prejuicios filoséficos a la hora de interpretar los he-
chos. El prejuicio —que atin no se ha extinguido— consiste en creer que los
hechos por si solos, sin libre construccién conceptual, pueden y deben proporcio-
nar conocimiento cientifico. Semejante ilusion es sélo posible porque no es facil
percatarse de la libre eleccion de tales conceptos, los cuales, por su validez y uso
prolongado, aparecen como directamente conectados con el material empirico.

BrusH (1976), vol. 2, pp. 698-699. El énfasis aparece en el original.
EINSTEIN (1949), p. 62 de la traduccion espafiola de Sanchez Ron (2005).
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Lo que nos interesa resaltar aqui no es solo el sefialamiento por parte de Eins-
tein del inevitable papel que juegan preconceptos y prejuicios en los procesos de
creacion cientifica —lo que ciertamente implica una cierta deformacion del glo-
rificado MC—, sino algo que puede resultar ain mas llamativo: el cambiante papel
que ciertos apriorismos jugaron en la mente del propio Einstein, segun el tema y
la época.

Por ejemplo, en el tratamiento del concepto tiempo en su teoria especial de la
relatividad, en 1905, Einstein huye de toda idea preconcebida, como destaca des-
de el principio, insistiendo en que toda consideracion cientifica sobre tal nociéon
ha de pasar por un analisis riguroso de la forma practica de medir tiempos, lo que
lo lleva a estudiar y destacar el mecanismo empleado para sincronizar los relojes
empleados a tal fin. En este sentido, Einstein se aleja notablemente de los supues-
tos aprioristicos de Immanuel Kant (1724-1804), entre los que el tiempo era uno
de los mas distinguidos. Precisamente, la conferencia que Einstein imparti6 en la
Reial Académia de Ciéncies i Arts de Barcelona, en su visita a esta ciudad en 1923,
estuvo en buena parte dedicada a pasar revista a las nociones aprioristicas de Kant
sobre el espacio y el tiempo, para a continuacion exponer su rechazo de estas, a la
vista del desarrollo de sus teorias relativistas.

En relacién con lo anterior, cabe sefialar la existencia de preconcepciones
basadas en la filosofia del creador que, sin estar expresamente incluidas entre las
caracteristicas atribuidas al MC en si, han tenido una funcién relevante en la gé-
nesis de algunas teorias cientificas. A titulo de ejemplo, podriamos citar el reco-
nocido papel que la filosofia natural alemana desempen6 en la génesis y en la
aparicion de las primeras ideas sobre el campo electromagnético. Oersted y Fara-
day, por ejemplo, bebieron de las fuentes de aquella filosofia, que sugeria la reduc-
cion de todas las acciones a tan solo dos tipos de fuerzas —atraccion y repulsion—,
asi como la posible interconvertibilidad de todas las fuerzas de la naturaleza.
Consta que la aparicion en 1799 de Naturphilosophie —escrita por el filésofo
F. W. Joseph Schelling (1775-1854) en la linea del idealismo aleman auspiciado
por Kant— influy6 decisivamente en el desarrollo de algunas de las mas trascen-
dentes nociones fisicas que vieron la luz en el siglo x1x (Caneva, 1997).

Es curioso observar la evolucion del pensamiento de Einstein en torno al papel
que atribuye a los apriorismos en la formulacion de las teorias cientificas. Se de-
tecta con claridad al observar su actitud ante la aparicion de la mecanica cudntica,
unos veinte afos después de la relatividad. En la nueva disciplina conceptos tan
arraigados en la fisica clasica como la causalidad y el determinismo quedaban
derrocados, siendo sustituidos por una descripcion ultima de naturaleza estadis-
tica. Las predicciones cudnticas, como es bien sabido, de los resultados experimen-
tales obtenidos al medir magnitudes fisicas propias del mundo atémico, no pasan
de ser de caracter probabilistico. Y es aqui donde Einstein comienza a mostrar con
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rotundidad la fortaleza de sus apriorismos en relacion con el papel de la probabi-
lidad en la fisica. En su opinién, una teoria que no va mas lejos de lograr predic-
ciones de caracter estadistico no es una teoria completa, segin su propia termino-
logia.

A primera vista, sorprende que fuera precisamente el papel de la probabilidad
lo que hizo que Einstein considerara la mecanica cuantica como una teoria provi-
sional, en el mejor de los casos. Sobre todo, si se tiene en cuenta su trayectoria al
respecto. Fue ¢l quien refind durante el primer lustro del siglo xx la mecanica
estadistica de Ludwig Boltzmann (1844-1906), proporcionando una explicacién
mecanico-estadistica del movimiento browniano en 1905. Posteriormente, ha-
cia 1910, responsabilizd las fluctuaciones estadisticas de la opalescencia critica. Y
en 1917 introdujo las probabilidades de transicién para justificar la existencia del
fotén como auténtica particula elemental, tras deducir la necesidad de asignar
también un impulso a los hasta entonces meros cuantos de energia. Finalmente,
formuld, junto al fisico bengali Satyendranath Bose (1894-1974), la primera
mecanica estadistica cuantica en 1924, un ano antes de que Werner Heisenberg
(1901-1976) presentara su version matricial de la mecanica cuantica y dos antes
de que Erwin Schrodinger (1887-1961) hiciera lo propio con la formulacién on-
dulatoria. A la vista de lo anterior, parece obligado detenerse para analizar la au-
téntica posicion de Einstein ante el posible cometido de las nociones estadisticas
en las teorfas fisicas.

4., EINSTEIN Y LA PROBABILIDAD

Antes de examinar la cuestion, consideramos imprescindible aclarar, como
hemos hecho en otras ocasiones, que caben tres formas diferentes de entender el
concepto probabilidad en fisica. A tal fin, hemos acufiado los siguientes términos
(Navarro, 2020, pp. 46-48):

— Probabilidad metodoldgica. Surge en el tltimo tercio del siglo x1x, sobre
todo en los respectivos intentos de Maxwell y Boltzmann por dar con una expli-
cacion de la termodindmica en términos microscopicos, a partir de la mecanica
newtoniana. Se trataba de partir de supuestos procesos moleculares que obedecian
las leyes deterministas de la mecdnica clasica, si bien estas no se utilizaban en el
analisis; no solo por no conocerse con exactitud las fuerzas y las condiciones ini-
ciales del universo molecular, sino porque ambas resultaban irrelevantes para al-
canzar los objetivos propuestos. Esta concepcion de la probabilidad es la que
preside los desarrollos de las teorias cinéticas del siglo x1x y culmina con la for-
mulacion de la mecénica estadistica moderna, a principios del siglo xx.

— Probabilidad fenomenoldgica. En ciertos episodios histdricos se recurrio a
descripciones probabilistas porque no se encontré otro procedimiento a la sazon.
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Es lo que ocurrio, por ejemplo, en los primeros intentos de explicacion cuantita-
tiva de las desintegraciones radiactivas. En espera de una mejor comprension de
la naturaleza del fendmeno, una descripcion estadistica de la aparentemente es-
pontanea desintegracion de ciertos nucleos resultaba util para obtener algunas
previsiones tedricas que encajaban razonablemente bien con los resultados expe-
rimentales. Los tratamientos probabilistas de esta naturaleza aparecieron en la
historia de la fisica con pretensiones puramente descriptivas —no explicativas—,
lo que conllevaba que las teorias formuladas con este tipo de probabilidad incor-
porasen siempre un acusado caracter de provisionalidad.

— Probabilidad esencial. La mecanica cuantica, formalizada en 1925 y 1926,
incorporaba una nueva concepcion de la probabilidad, al incluir un notable prin-
cipio: la descripcion estadistica es la unica posible para acceder al conocimiento
del mundo atémico. A este nivel, las predicciones tedricas ultimas no pasan de ser
de naturaleza probabilista. Incidentalmente, sefialaremos aqui que hoy se consi-
dera demostrado que esta descripcion estadistica propia de la mecanica cuantica
no resulta compatible con ninguna teoria determinista que proporcione, como
minimo, los mismos resultados que dicha teoria.

Es una lastima, en nuestra opinion, que estas distintas concepciones sobre la
funcioén que pueda tener la probabilidad en las teorias fisicas no suelan aparecer
claramente diferenciadas en los trabajos de corte historiografico, ni tampoco en
los mismos manuales de fisica. Resumiendo: probabilidad es el nombre impreciso
de un concepto cuyo destacado papel en la historia de la fisica solo se puede en-
tender si se es consciente del apellido que conlleva. Era un claro prejuicio einstei-
niano que Gnicamente las probabilidades de naturaleza metodolégica o fenome-
noldgica tenian cabida en el seno de la fisica.

Por ello, Einstein mostré pronto su desacuerdo con la probabilidad esencial
implicada en la interpretacion probabilista de la funcién de onda introducida por
Max Born (1882-1970) en 1926; un dogma que pronto quedé incorporado a la
version ortodoxa del nuevo formalismo, recogido universalmente en la famosa
interpretacion de Copenhague.® La fuerza de este apriorismo einsteiniano sobre el
papel de la probabilidad en las teorias fisicas ya se habia manifestado con rotun-
didad antes de la formulacién de la mecanica cuantica. Por ejemplo, en una carta
que dirigi6 en 1924 a la esposa de Born, Einstein expresaba sus sentimientos me-
diante una curiosa metafora:’

8. La interpretacion de Copenhague responde a una terminologia introducida por Heisenberg
en 1955, aunque el marco interpretativo nunca estuvo inequivocamente determinado. Por ejemplo, el
propio Niels Bohr nunca se adhirié plenamente a la idea del colapso de la funcién de onda, una nociéon
que suele ocupar un lugar preminente en el escenario asociado con aquella interpretacion.

9. Carta de Einstein a Hedwig Born (29 de abril de 1924) en Born (ed.) (1971), p. 82. El énfasis
aparece en el original.
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No desearia verme forzado a renunciar a la causalidad estricta sin defen-
derla con mayor intensidad que lo he hecho hasta ahora. Me resulta completa-
mente intolerable la idea de que un electrén expuesto a radiacion pueda esco-
ger seguin su propio libre albedrio, no solo el momento para saltar, sino también
la direccion. Si este fuera el caso, preferiria haber sido zapatero remendén, o
incluso empleado de un casino, antes que fisico.

Resulta cuando menos curioso detectar que Einstein enfoco el andlisis de la
mecanica cuantica con sus propios preconceptos sobre determinismo, cayendo en
la misma tacha que él cargd unos veinte afios antes, por ejemplo, sobre los defen-
sores del tiempo absoluto, como su fiel colega y amigo Paul Ehrenfest (1880-1933)
le recrimind en mas de una ocasion. Es bien conocido que, esencialmente, ante la
ausencia de determinismo, Einstein nunca lleg6 a considerar que la mecanica
cuantica fuese una teoria completa, sino una teoria provisional, aunque con inne-
gable éxito en la prediccion de resultados de fendmenos atémicos. Lo previsible,
segun Einstein, es que llegue un dia en el que la mecanica cuantica pueda obtener-
se desde una teoria mas general, como sucede con la electrostatica, que es dedu-
cible a partir de la teoria del campo electromagnético de Maxwell, o de la termo-
dindamica, que se puede justificar desde la mecanica clasica, con algunos supuestos
adicionales.

La descripcion que proporciona la mecanica cuantica a través de la funcion de
onda no describe en realidad un sistema fisico concreto, sino que rige el compor-
tamiento estadistico de un gran niimero de sistemas igualmente preparados por
lo que a los valores de las magnitudes fisicas controlables se refiere. Por ello, los
preconceptos deterministas de Einstein le impiden aceptarla como una teoria
completa, al no describir con certeza el comportamiento de cada sistema indivi-
dual. Es lo mismo que sucede con la termodindmica, que, a través de la mecanica
estadistica, representa el comportamiento medio de las moléculas de un gas, por
ejemplo, pero nada afirma sobre el comportamiento fisico individual de las mo-
léculas. El comportamiento de cada una de estas se rige por las leyes de la mecani-
ca clasica, que involucran magnitudes caracteristicas de la molécula; no del gas.

Sigamos con esta analogia, que, aunque no del todo rigurosa, ayuda a esbozar
la esencia de las teorias de variables ocultas en las que pensaba Einstein. Si se hu-
biera conocido la ley de distribucion para las velocidades moleculares de un gas
ideal antes que las leyes de la dinamica, estarfamos ante una situacion similar a la
que nos ocupa; siempre seguin la opinién de Einstein. La distribucién de Maxwell
proporciona una informacion estadistica, de forma andloga a la que proporciona
la mecanica cuantica. Pero silas moléculas del gas, ademas de por su velocidad, se
caracterizan por sus posiciones —que serian las variables ocultas en esta analogia—,
cuando se llegara a descubrir la mecanica newtoniana, se podria entender esta
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como una teoria de variables ocultas, capaz de determinar con total precision la
evolucion temporal de las moléculas a partir de sus condiciones iniciales. Después,
anadiendo los supuestos tipicos de la mecanica estadistica, y promediando sobre
aquellas posiciones, se habria de obtener la distribucion de Maxwell, como efecti-
vamente sucede.

El hecho de que este preconcepto nunca abandoné su lugar privilegiado en la
mente de Einstein lo confirma al final de Reply to criticisms («Respuesta a las cri-
ticas») en el libro con el que se lo homenaje6 en 1949, con motivo de su septuagé-
simo aniversario. En esta circunstancia cabe considerar sus palabras como expre-
sion de su pensamiento ultimo en relacion con su preconcepto determinista:'’

En pocas palabras, la conclusion es la siguiente: en el marco de la teoria
cuantica estadistica no ha lugar a algo asi como una descripciéon completa del
sistema individual. Mas prudentemente se podria afirmar lo que sigue: el con-
cebir la descripciéon mecénico-cudntica como la descripcién completa de los
sistemas individuales conduce a interpretaciones tedricas artificiales, que se
convierten inmediatamente en innecesarias si se acepta la interpretacion segiin
la cual la descripcion se refiere a conjuntos de sistemas y no a sistemas indivi-
duales. En este caso, todas las precauciones adoptadas para librarse de lo «fisi-
camente real» se hacen superfluas. Existe, sin embargo, una razén psicolédgica
simple para el hecho de que esta interpretacién mucho mas obvia venga siendo
rehuida. Pues si la teoria cuantica estadistica no aspira a describir completa-
mente los sistemas individuales (y su evolucion en el tiempo), parece inevitable
tratar de dar con una descripcién completa del sistema individual; en esta mi-
sion deberia quedar claro desde un principio que los elementos de tal descrip-
cién no pertenecen al marco conceptual de la teoria cuantica estadistica |[...].
Estoy bastante convencido de que el desarrollo de la fisica tedrica ira por esta
via; pero el camino sera muy largo y dificil.

5. EINSTEIN, UN OPORTUNISTA EPISTEMOLOGICO

En relacion con el peculiar empleo que Einstein hizo del MC, nos parece ade-
cuado incluir una referencia a algunos aspectos de las discusiones que tuvo con el
tilésofo de la ciencia y fisico aleman Hans Reichenbach (1891-1953), especialmen-
te a proposito del papel que jugé —o pudo jugar— el luego renombrado experi-
mento de Michelson y Morley (EMM), que Albert A. Michelson (1852-1931) y
Edward Morley (1838-1923) realizaron en 1877 y cuyo resultado sugeria la nula
reaccion que el supuesto por entonces éter electromagnético oponia al movimien-
to de la Tierra en cualquier direccion. O lo que es lo mismo: no detectaron el de-

10.  ScHILPP (ed.) (1970), p. 671-672. El énfasis es afiadido.
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nominado viento de éter, lo que se tomé como un resultado negativo ante lo espe-
rado.

;Qué papel desempeii6 dicho experimento en la formulacion de la teoria de
la relatividad especial en 1905? A primera vista, ninguno. Einstein no lo cita en
sus trabajos fundacionales y cuando se le pregunto sobre el tema, aunque al prin-
cipio neg6 conocer el EMM en aquella época, hubo de acabar admitiendo que algo
habia oido sobre el tema —el resultado negativo de dicho experimento—, pero
nunca admiti6 que tuviera la menor influencia en su formulacién de 1905. El tema
resulta mas complicado y ha merecido atencion especial por parte de historiadores
y filésofos de la ciencia, dado su indudable interés en relacién con la teoria y la
préctica del MC."!

Destaquemos aqui la reiteracion con la que se suele hacer referencia al EMM
como acicate y punto de partida para que Einstein, en su busqueda de una explica-
cion tedrica del resultado negativo del experimento, llegara a su formulacion de la
teoria de la relatividad especial, a pesar del rechazo del mito a admitir tal motivacion.
Esta asociacion tradicional entre EMM vy teoria de la relatividad viene de largo. Por
ejemplo, Robert A. Millikan (1868-1953), en un articulo de divulgacion escrito
en 1949, se expresaba en estos términos acerca de los origenes de la relatividad:"

Puede considerarse que la teoria de la relatividad parte esencialmente de
una generalizacion establecida a partir de los experimentos de Michelson. Y
aqui es donde aparece el atrevido enfoque propio de Einstein, porque la carac-
teristica distintiva del pensamiento cientifico moderno radica en el hecho de
que empieza por desechar todas las concepciones a priori sobre la naturaleza
delarealidad [...]; en sulugar toma como punto de partida hechos experimen-
tales probados cuidadosamente y de autenticidad bien establecida, sin impor-
tar el que estos hechos parezcan en esos momentos razonables o no. En una
palabra, la ciencia moderna es empirica, pero este experimento, después de
haber sido ejecutado tan refinadamente y con habilidad tan extraordinaria por
Michelson y Morley, dio como claro resultado que no hay una velocidad obser-
vable de la Tierra con respecto al éter. Este hecho experimental, aparentemen-
te inexplicable y poco razonable, era muy molesto para la fisica del siglo x1x, y
asi, durante casi cuarenta afios después de salir a la luz este hecho, los fisicos
vagaron sin rumbo esforzandose sin éxito para hacer que pareciese razonable.
Entonces Einstein nos inst6 a todos: «Aceptemos esto simplemente como un
hecho experimental y sigamos a partir de ahi deduciendo sus consecuencias
inevitables», embarcandose él mismo en aquella tarea con una capacidad y
energia que muy poca gente de este mundo poseen. Asi nacié la teorfa especial
de la relatividad.

11. Véase, por ejemplo, el articulo de Gerald Holton «Einstein, Michelson y el experimento
crucial», publicado en 1969 y reproducido en HoLToN (1982), pp. 204-293.
12.  HovrtoN (1982), p. 205.
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No son pocos los fisicos y filésofos que, aun hoy, compartirian plenamente
estas opiniones, teniendo en cuenta el imprescindible papel de la experimentaciéon
en la génesis de las teorias fisicas, si uno se atiene estrictamente a las prescripcio-
nes usuales del MC. Y ello, a pesar de la clara oposicion del propio Einstein a ad-
mitirlo en su caso.

Reichenbach fue, entre los fildsofos de la ciencia, uno de los mads insistentes
en considerar que los experimentos —o los datos experimentales— constituian
la base imprescindible para llegar hasta la formulacién de toda teoria fisica en
virtud de un proceso de induccién. Pero la historia de la fisica esta plena de
episodios en los que las cosas no discurrieron de acuerdo con ese patron expe-
rimenticista, pues el experimento en si no es suficiente para que la induccion
conduzca univocamente a la teoria fisica. A veces, aplicando el proceso de in-
duccidén alos mismos experimentos, se lleg6 a hipdtesis radicalmente diferentes.
Consideremos, a titulo de ejemplo, un caso notable ocurrido en la primera mitad
del siglo xIx.

Ya hemos visto que, tras la impresion producida por el experimento del danés
Oersted en 1820, Faraday disei¢ y realiz6 una gran cantidad de ingeniosos y finos
experimentos que ponian de manifiesto un gran nimero de insospechadas accio-
nes entre corrientes eléctricas e imanes. Faraday responsabilizo de ellas a la exis-
tencia de campos electromagnéticos que se propagan por el espacio —vacio
incluido— con velocidad finita, lo que condujo a la formulacion del electromag-
netismo por Maxwell. Pero el fisico francés André-Marie Ampere (1775-1836) vio
los mismos experimentos con ojos distintos, desde el mismo instante en el que
comprobo en su propio laboratorio la realidad de los hechos observados por el
danés.

Para un newtoniano de pro, como era el caso de Ampere, el fluido eléctrico
solo podia interactuar con el fluido eléctrico y el fluido magnético con el fluido
magnético. De acuerdo con tal premisa —jotro puro preconcepto!—, el resultado
del experimento de Oersted podia ser trivialmente interpretado si se admitia, por
ejemplo, que el magnetismo es tan solo una forma de electricidad. Si asi fuera,
como intuia Ampere, dos hilos recorridos por sendas corrientes eléctricas debe-
rian interaccionar, igual que lo hacen dos imanes. Y lo comprob¢é experimental-
mente: dos hilos conductores paralelos se atraian al ser recorridos por corrientes
eléctricas en el mismo sentido y se repelian cuando las corrientes tenian sentidos
opuestos.

La conclusion de Ampere fue doble. Por un lado, el magnetismo no era mas
que electricidad en movimiento, creando asi las bases de otra nueva disciplina: la
electrodindmica, que habria de estudiar las propiedades de las interacciones entre
corrientes eléctricas. Por otra parte, y como corolario de lo anterior, el fisico fran-
cés penso que los efectos de los imanes podrian reproducirse con corrientes eléc-
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tricas adecuadamente disefiadas. El mismo lo confirmé experimentalmente,
dando asi el primer paso hacia la creacién de electroimanes.”

En el caso anterior, ante los mismos experimentos, dos potentes procesos de
inducciéon caminan por sendas distintas. Pero es que hay casos en los que ni siquie-
ra hay experimento o son minimos los resultados experimentales fiables al alcan-
ce de quien después formulara una potente teoria. Si Boltzmann formul6 ciertas
hipdtesis moleculares para tratar de deducir la termodindmica a partir de la
mecanica newtoniana, jcuales eran los experimentos y los resultados experimen-
tales a su disposicion? Facil de contestar: jninguno! Como tampoco existian apenas
datos experimentales minimamente contrastados sobre el efecto fotoeléctrico o
sobre el movimiento browniano, cuando Einstein en 1905 abord¢ la explicacién
tedrica de esos fendmenos. Hay que ir con pies de plomo antes de sustentar con
firmeza la afirmacion de que todo proceso de induccién —como parte del MC— se
basa en la experimentacion.

Ademas, conviene también tener en cuenta que el experimento y sus resultados
tampoco son completamente asépticos, pues suelen estar contaminados por pre-
juicios y supuestos, tanto en el disefio como en la obtencién de datos, lo que en
buena medida puede condicionar la interpretacion de los resultados. Para ilustrar
una tal tesitura, Arthur Stanley Eddington (1882-1944) present6 el ingenioso —y
convincente, en nuestra opinion— simil que resumimos a continuacion.

Supongamos que un escultor nos asegura que en el interior de todo bloque de
marmol yace oculto el relieve de una cabeza humana. Ante nuestra incredulidad,
el escultor procede a convencernos: toma un bloque cualquiera y adoptando como
herramienta experimental tan solo un cincel y un martillo, se dedica a su trabajo
hasta que logra que aparezca ante nosotros la forma que habia anticipado. ;Con-
firma este experimento la aseveracion inicial del escultor? ;O, mas bien, el disefio
y la realizacién del experimento han condicionado de forma determinante su re-
sultado? Eddington propuso este ejemplo en 1939 para justificar su posiciéon
escéptica ante la prediccion que por aquella época hacian algunos fisicos sobre la
existencia de una nueva particula, el neutrino, introducido para explicar ciertas
sutilezas que surgian al analizar ciertas desintegraciones radiactivas. Justificaba asi
que, a pesar de no estar de acuerdo con la existencia de la nueva particula —«no
creo en los neutrinos», sostenia Eddington—, seria sumamente arriesgado vatici-

13.  Enestalinea de priorizar la electricidad sobre el magnetismo, Augustin-Jean Fresnel (1788-
1827) modificé ideas iniciales de su colega Ampeére, llegando entre ambos a sugerir que el magnetismo
en la materia podria estar originado por corrientes moleculares internas. El largo intento por detectar
esas hipotéticas corrientes de Ampére atrajo muchos investigadores. Por ejemplo, el propio Einstein
colabor6 en un curioso experimento que, incidentalmente, puso de manifiesto la ligereza de algunos
cientificos al obtener e interpretar datos, con el animo de que encajen en una teoria preconcebida
(véase, por ejemplo, Navarro (2020), pp. 249-253).
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nar que los fisicos experimentales no tendrian «suficiente ingenio como para fa-
bricar neutrinos»."*

Volvamos a Einstein y al EMM. Reichenbach, como filésofo de la ciencia, no
estaba tan interesado en reproducir fielmente el proceso de la creacion cientifica,
como en justificar desde el punto de vista légico la coherencia y el rigor de las
teorias fisicas. Lo dejo bien claro al referirse a la formulacion de la teoria especial
dela relatividad: su objetivo como fildsofo era la reconstruccion légica de la teoria,
partiendo del EMM como fundamento experimental. Y lo expres6 con claridad
en estos precisos términos, recogidos en dos parrafos de su colaboracion en el libro
de homenaje a Einstein antes mencionado:"

Einstein tampoco es un filésofo en el sentido técnico. Parece practicamen-
te imposible que el hombre que busca nuevas leyes fisicas deba concentrarse en
el andlisis de su método; realizara esta segunda tarea solo cuando dicho analisis
sea indispensable para el hallazgo de resultados fisicos. La division de trabajo
entre el fisico y el fildsofo parece ser una consecuencia ineludible de la organi-
zacion de la mente humana [...]. El filésofo de la ciencia no estd muy interesa-
do en los procesos mentales que conducen a los descubrimientos cientificos;
busca un andlisis logico de la teoria una vez completada, incluidas las rela-
ciones que establecen su validez. Es decir, no estd interesado en el contexto del
descubrimiento, sino en el de la justificacién. Pero la actitud critica puede hacer
que un hombre sea incapaz de obtener descubrimientos; y, mientras tenga éxi-
to, el fisico creativo puede muy bien preferir su credo a la légica del filésofo
analitico.

La exposicidon axiomatica no solo es propia de los fildsofos de la ciencia que
persiguen la reconstruccion de las teorias fisicas, sino que también se suele emplear
en la enseflanza misma de la fisica. Pero un uso exagerado de la axiomatica en la
exposicion de las bases de la fisica moderna priva el estudiante universitario de
adentrarse en las distintas modalidades de uso del mitificado MCy de la diversidad
de procesos mentales adicionales que los grandes creadores pusieron de su parte
para lograr la formulacién de sus teorias respectivas. Ello hace casi imperceptible
a los ojos del cientifico en formacién —y, tal vez, incluso en su practica profesio-
nal posterior— el mito que supone responsabilizar a un método bien definido de
la formulacion de las teorias que describen el comportamiento del mundo fisico.

14. EDDINGTON (1946), pp. 155-160. El énfasis aparece en el original. La existencia de tal parti-
cula fue predicha por Wolfgang E. Pauli (1900-1958), en 1930. Enrico Fermi (1901-1954) acuid para
ella el término neutrino e incorpord esta particula en su tratamiento de la desintegracion beta, a finales
de 1933. Durante la segunda mitad del siglo xx aparecieron evidencias experimentales sobre la exis-
tencia de diferentes tipos de neutrinos.

15. REICHENBACH (1949), p. 292. El énfasis es anadido.
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Por ejemplo, la mecanica cuantica ofrece suficientes peculiaridades para que,
al introducirse en su formalismo, las preguntas acerca de la justificacién de con-
ceptos y nociones que en ella se manejan repetidamente sean incesantes; especial-
mente, al considerar ideas que se apartan de nuestra intuicion y de las nociones
fisicas habituales anteriores. ; Cémo se puede justificar algo tan novedoso y llama-
tivo en su tiempo como fue el establecimiento de la ecuacién de Schrodinger para
la funcién de onda de una particula? ;Y qué decir de su interpretacion probabilis-
ta? ;No resulta altamente sorprendente que los aparatos de medida sepan que solo
pueden proporcionar como resultados de las medidas de una magnitud fisica los
valores propios de un cierto operador matematico asociado a dicha magnitud?

La génesis y el desarrollo de estas nociones y otras similares se pueden seguir
paso a paso a través de la evolucion del pensamiento de los propios creadores, lo
que resulta esclarecedor y estimulante. Pero lleva su tiempo. Para alguien cuyo
interés radique exclusivamente en la aplicacion de tales conceptos para el calculo
y la prediccion de resultados experimentales, puede resultar una pérdida de tiem-
po tratar de entender el desarrollo histérico-conceptual de las ideas; tal vez baste
con saber aplicarlas. En este sentido, admitir de partida unos postulados claros y
habilmente ordenados puede representar una inestimable ayuda para contestar a
preguntas como las de los ejemplos anteriores, aunque siendo conscientes del
precio que con ello se paga.

A propésito de esta posible confusion entre contextos, Einstein expuso con
claridad —en Reply to criticisms («Respuesta a las criticas») incluida en el libro
homenaje que se le dedicé en 1949— su posicion ante los métodos y recursos que
los cientificos emplean realmente para llegar a la formulacion de hipdtesis. Alli
concretd la gran diferencia que, en su opinion, existe entre los dispares contextos
implicados en la concepcidn y en la formulacién axiomatica de las teorias, asi como
la imposibilidad practica de que el cientifico creador se ajuste a una forma prede-
terminada de proceder; o lo que es lo mismo, a la puesta en practica de un método
concreto al que cefirse escrupulosamente para lograr desvelar las intimidades del
comportamiento del mundo fisico. Con la mente puesta en las ideas expresadas
por Reichenbach y otros filosofos de la ciencia, Einstein se expres asi:'®

La relacion reciproca que existe entre la epistemologia y la ciencia tiene
caracteristicas notables. Dependen una de otra. La epistemologia sin contacto
con la ciencia se convierte en un esquema vacio. La ciencia sin epistemologia es
—en caso de que sea posible concebirla— primitiva y confusa. Sin embargo,
una vez que el epistemdlogo que va en busca de un sistema que le ofrezca cla-
ridad se logra abrir paso y consigue llegar a tal sistema, ya tiende a interpretar

16. HorToN (1982), p. 228-229. El énfasis aparece en el original.
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el contenido de la ciencia de acuerdo con su sistema rechazando todo aquello
que no encaja en él. Sin embargo, el cientifico no puede permitirse el llevar tan
lejos sus ansias de sistematizacion epistemoldgica. Recibe con los brazos abier-
tos el analisis epistemologico de los conceptos; pero las condiciones externas
que para él definen los hechos de la experiencia le impiden limitarse excesiva-
mente al construir su mundo conceptual, por la adhesion a un sistema episte-
moldgico. Por ello debe parecer un oportunista sin escripulos a los ojos del
epistemologo sistematico: se muestra como realista en cuanto intenta describir
un mundo independiente del acto de percibir; como idealista, en cuanto con-
sidera los conceptos y teorias como invenciones libres del espiritu humano
(que no son derivables l6gicamente de los datos empiricos); como positivista,
en cuanto considera justificados sus conceptos y teorias solamente en la medi-
da en que proporcionen una representacion logica de las relaciones entre las
experiencias sensoriales. Puede incluso parecer platénico o pitagorico en cuan-
to considera la simplicidad légica como un enfoque que sirve como herramien-
ta indispensable y efectiva en su investigacion.

6. OTROS RECURSOS METODOLOGICOS DE EINSTEIN

Hay quien asigna también un papel importante en la formulacion de teorias
fisicas a la pertenencia del autor a una escuela o a un grupo de investigacion; ello
lo pone en contacto con una tradicién y unas directrices que orientan —vy, en
buena parte, deciden— el curso de su trayectoria investigadora. Pero dista de ser
una regla general a laluz de la historia de la fisica. Por ejemplo, ciéndonos al caso
de Einstein, cabria pensar que a comienzos de su famoso annus mirabilis de 1905
se encontraba en una posicién de partida aparentemente desfavorable para sofar
con aportaciones revolucionarias a la fisica del momento. Su escasa relacion con
el mundo académico podia representar un factor negativo a la hora de abordar
problemas de envergadura. Pero bien pudo suceder exactamente lo contrario: la
osadia de su juventud y la falta de ligaduras con autoridades cientificas que tuvie-
ran que dar alguna clase de beneplacito a su trabajo, tal vez fueron circunstancias
favorables para que su inteligencia y su imaginacion se desarrollaran con plenitud,
como efectivamente sucedid. En este caso, tampoco hay que dejar de lado los be-
neficios —reconocidos por el propio Einstein— que para el despliegue de su
creatividad aport6 también su trabajo como analista de las solicitudes de patentes,
que lo obligaba a mantener una relacién permanente con el mundo de los inven-
tos y de la experimentacion.

Con el proposito de aclarar lo que entendemos por osadia einsteiniana, fijé-
monos en un ejemplo. A comienzos del siglo xx se admitia la existencia de dos
tipos de realidades fisicas, mutuamente incompatibles y con formalismo propio:
la materia y la radiacién. El mundo de las particulas materiales —el mundo del
discreto— obedecia a las leyes mecanicas de Newton, mientras que el mundo de
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la radiacién electromagnética —el mundo del continuo— era regido por las
ecuaciones de Maxwell. Era impensable por entonces operar con los dos forma-
lismos dentro de una misma teoria. Pues bien, Einstein 0s6 mezclar ambos reinos
—veinte afios antes de la aparicion de la luego famosa dualidad onda-corpiisculo—
y lo hizo con notable éxito en dos ocasiones claves en 1905, con tan solo veintiséis
anos.

En una primera ocasion, al poner de manifiesto la existencia de una analogia
formal entre las respectivas teorias del gas ideal de moléculas (tratamiento discre-
to) y de la radiacion del cuerpo negro (tratamiento continuo). Ello fue lo que lo
condujo a la formulacion de su primera hipdtesis cuantica sobre el intercambio
de energia en los fenémenos de emision y absorcion de radiacion por la materia.
En una segunda ocasién, también en su famoso annus mirabilis,logré dar con una
explicacion tedrica para el movimiento browniano tras un andlisis sumamente
original del equilibrio entre dos fendmenos distintos: los choques moleculares
(tratamiento discreto) entre las moléculas de un fluido y la resistencia que el me-
dio —es decir, el propio fluido— ofrece segun la teoria de las disoluciones (trata-
miento continuo).

En un apartado como este, no podemos dejar de lado el fructifero recurso de
Einstein a originales Gedankenexperimente, de los que obtuvo resultados de gran
calado."” Por ejemplo, en 1909, presento por vez primera uno de estos experimen-
tos mentales al que luego recurrié en varias ocasiones, aunque anadiendo siempre
alguna ligera actualizacion para adaptarlo a la fisica del momento. En principio,
se trataba de analizar las propiedades del movimiento de traslacion uniforme de
un espejo, totalmente reflectante para una pequeiia gama de frecuencias y trans-
parente para el resto, moviéndose en el interior de una cavidad con gas y radiacion
electromagnética; todo ello, en equilibrio estadistico a una cierta temperatura. El
analisis peculiar que Einstein hizo de este experimento mental —en el que las
fluctuaciones estadisticas juegan un papel relevante— no solo lo llevo a reafian-
zarse en su idea de la necesidad de introducir el cuanto de energia electromagnéti-
ca que habia propuesto en 1905, sino que le sugirié una compatibilidad inespera-
da entre el discreto y el continuo —es decir, entre el aspecto corpuscular y el
ondulatorio—, en el caso de la radiacion.

17.  Gedankenexperiment (‘experimento mental’) es una terminologia ampliamente utilizada para
referirse a un experimento propuesto para someter a critica una teorfa o algtin aspecto concreto de la
misma. El experimento no se disefia para ser realizado, sino para ser sometido a un analisis l6gico. Por
ello, estos experimentos no necesitan ser factibles; en general, no lo son, sin que por ello pierdan valor
las posibles consecuencias que un riguroso analisis 16gico pueda poner de manifiesto. Este tipo de ex-
perimentos, aunque no muy abundantes, han desempefnado una funcion relevante en ciertos apartados
de la fisica. Algunos ejemplos famosos: barco de Galileo, demonio de Maxwell, gato de Schrédinger,
amigo de Wigner.
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A este mismo experimento mental recurrid, en 1916, para establecer la realidad
de los cuantos como particulas elementales constituyentes ultimos de la radiacion
electromagnética, solo que ahora, con el modelo atémico introducido en 1913 por
Niels Bohr (1885-1962) en plena vigencia, los socorridos espejos y resonadores
planckianos del Gedankenexperiment original de 1909 cedian su protagonismo a
los 4tomos, que solo podian existir en un conjunto discreto de estados energéticos
estacionarios. Eran precisamente las transiciones entre tales estados las que origi-
naban la emision y la absorcion de radiacion electromagnética por la materia or-
dinaria. Al demostrar que en estos procesos no solo habia intercambio de energia
sino también de impulso, los antiguos cuantos de energia ya se transforman en
fotones, auténticas particulas elementales.

Otra variacion de este experimento mental sirvié a Einstein en 1925 para de-
ducir la existencia de un campo escalar oscilatorio asociado a cada molécula de
gas, idea que Schrodinger reconoci6 haber tenido gran influencia en su propia
formulacién de la mecdnica ondulatoria, en 1926."*

Para acabar esta somera referencia a ciertos episodios que condujeron a resul-
tados notables, aun apartandose de la ortodoxia impuesta por un uso estricto del
MC, queremos resaltar que existen abundantes casos de aportaciones notabilisimas
obtenidas mediante procedimientos un tanto dispares que de ninguna forma se
ajustan a la ortodoxia metodologica que venimos comentando. Dejando aparte los
abundantes casos de serendipia que nos ofrece la historia de la ciencia —es decir,
de descubrimientos por chiripa de algo que ni se buscaba ni se sospechaba, como,
por ejemplo, los famosos casos de la penicilina, los rayos X o la radiactividad,
entre los mas conocidos—, hay otros que representan auténticos atentados contra
la esencia de los condicionamientos impuestos por el MC.

Citemos, como ejemplo, el grave error cometido por el fisico bengali Satyendra
Nath Bose (1894-1974) cuando, creyendo emular a su admirado Boltzmann en los
tratamientos estadisticos, calcul6 formas de distribuir fotones en celdas del espa-
cio de las fases considerandolos particulas indistinguibles, cuando, si hubiera se-
guido fielmente el tratamiento de las moléculas en la teoria cinética de su maestro,
habria de haberlos tratado como entes distinguibles, que era como Boltzmann
consideraba a las moléculas en sus concepciones estadisticas. El caso es que tal
error condujo a Bose hasta la formula de Max Planck (1858-1947), que era la ex-
presion cudntica del estado de equilibrio de la radiacion del cuerpo negro. No se

18. Para mayor detalle sobre el multiuso de este Gedankenexperiment por parte de Einstein,
puede verse NAVARRO (2020): pp. 158-166, para la introduccion del experimento, en 1909; pp. 258-275,
para el papel de este en el nacimiento del fotdn, en 1917, y pp. 344-365, para la influencia en la formu-
lacién de la mecdnica ondulatoria, en 1926.
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le escapo al lince Einstein que si él cometia el mismo error que Bose y, contra la
ortodoxia clasica de Boltzmann, trataba las moléculas de gas como indistinguibles,
posiblemente obtendria una teoria cudntica para los gases ideales, como asi suce-
dié. Es notorio que ello dio lugar a la aparicion de una nueva disciplina: la prime-
ra mecanica estadistica cuantica, que precedi6 en un ano a la formulacion de la
propia mecdnica cudntica (Navarro, 2020, pp. 306-334).

7. CONCLUSION

En esta timida aproximacion, hemos tratado de poner de manifiesto las gran-
des dificultades —insuperables, tal vez— que conlleva todo intento de establecer
unas caracteristicas claras que permitan delimitar con rigor los margenes en los
que se debe encuadrar la nocién de MC. Aunque gran parte de las consideraciones
hasta aqui expuestas sobre el MC se han basado en la figura de Einstein como
cientifico creador, son innumerables los episodios historicos a los que podriamos
haber recurrido para apoyar nuestras afirmaciones. Los grandes cientificos no se
han vestido con un ropaje metodolégico preciso, sino que, como hemos apuntado,
se han valido para sus pesquisas de preconcepciones, de intuiciones personales y
de toda forma de proceder que les fuera ttil en su investigacion. Es en este sentido
en el que Paul Feyerabend (1924-1994), tras argumentar su aseveracion con el
andlisis de varios episodios relevantes en la historia de la ciencia, llega a la conclu-
sion de que la construccion de la ciencia es una empresa esencialmente anarquista:"

Lo anterior [la consideracion de que la ciencia es una empresa esencial-
mente anarquista] se demuestra tanto por el examen de episodios histdricos
como por un analisis abstracto de la relacion entre idea y accion. El tnico prin-
cipio que no inhibe el progreso es: todo sirve.

Sin llegar a tales extremos, si creemos haber dejado constancia de que la crea-
cion cientifica es un proceso de complejidad tal que no puede ser encorsetado en
la practica de ninguna metodologia claramente precisa. Observacion, induccion,
formulacion de hipoétesis, contraste experimental y demas suelen darse en la gé-
nesis de las teorias fisicas. Pero no siempre y, por el contrario, frecuentemente la
practica de la investigacion cientifica incorpora elementos adicionales, entre los
que hemos destacado la intuicidn, los preconceptos, la propia filosofia del inves-
tigador y también algunos recursos propios, como hemos comentado en el caso
de Einstein.

19. FEYERABEND (1986), p. 7. El énfasis aparece en el original.
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Einstein i les matematiques

Sebastia XAMBO DEsScAMPS
Facultat de Matematiques i Estadistica
Universitat Politecnica de Catalunya

A Joan Girbau, in memoriam, per la seva humanitat
i els seus llargs i fructifers mestratges.

Aquest escrit és una ampliacié del que es va publicar, amb el mateix titol, al na-
mero 52 de la revista SCM/Noticies de la Societat Catalana de Matematiques (se-
tembre 2023, p. 69-78), el qual es va basar en la conferéncia que vaig impartir a
I'Institut d’Estudis Catalans (IEC) el 3 de febrer de 2023 amb motiu de la inaugu-
racié de 'exposicid «Einstein i ’actualitat de les seves contribucions», promoguda
per Antoni Roca Rosell en commemoracié de la visita d’Albert Einstein a Barce-
lona el febrer de 1923.

També vaig aprofitar, per a 'article esmentat, alguns matisos de la sessio
de dues hores impartida a I'Escola Tecnica Superior d’Enginyeria Industrial de
Barcelona (ETSEIB) el 17 d’abril de 2023 per a I'assignatura «Albert Einstein i
la ciencia i la técnica del segle xx» (quart curs del grau d’enginyeria industrial
de la Universitat Politécnica de Catalunya [UPC]), arran de 'amable invitacié de
la professora responsable de 'assignatura, Maria Rosa Massa. Aquesta sessio es
va repetir el 22 d’abril de 2024, amb algunes variacions que tamb¢é he tingut en
compte.

Si no es declara altrament, les citacions son traduccions propies al catala de
fragments de les notes autobiografiques d’Einstein [1], i en aquest cas els emfasis
no apareixen a 'original.

1. UN SAGRAT LLIBRE DE GEOMETRIA

A Tautobiografia d’Einstein [1], llegim:
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Als dotze anys vaig viure una segona meravella d’una naturalesa totalment
diferent [la primera, als cinc anys, fou 'encis que li produi una bruixola]: un
petit llibre de geometria plana euclidiana que va arribar a les meves mans a
principis del curs escolar. Afirmacions no evidents, com, per exemple, que les
tres altures d’un triangle es tallen en un punt, es podien demostrar amb tanta
certesa que qualsevol dubte semblava fora de qliestid. Aquesta lucidesa i certesa
em van causar una impressio indescriptible.

I tot seguit recorda que

un oncle [Jacob Einstein] em va explicar el teorema de Pitagores [i la demos-
tracié d’Euclides, que troba complicada] abans d’obtenir aquell «sagrat» llibret
de geometria. Després de molt d’esfor¢ vaig aconseguir provar aquest teorema
sobre la base de la semblanga dels triangles.

Els estudiosos [2] consideren que es tracta de la demostracié (coneguda, pero

nova per a ell) basada en la semblanga del triangle ABC amb els triangles ACD
i CBD de la figura 1.

@ AB _ AC
AC — AD

Briixola (5 anys)

AB _ BC
BC ~— DB

Geometria (11 anys)

A D B
AC?+ BC?=AB-AD+ AB-DB = AB?

Ficura 1. Dues fascinacions cognitives d’infantesa.

FonT: Elaboracié propia.

Des dels dotze fins als setze anys em vaig familiaritzar amb els elements de
les matematiques juntament amb els principis del calcul diferencial i integral.
En fer-ho vaig tenir la sort de trobar llibres que no eren gaire particulars pel que
fa al rigor logic, pero que ho compensaven deixant que els pensaments principals
destaquessin de manera clara i sinoptica. Aquesta ocupacié era, en conjunt,
realment fascinant; es van assolir climaxs comparables amb els de la geometria
elemental: la idea basica de la geometria analitica, les séries, els conceptes de di-
ferencial i integral.
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Esta documentat (per exemple, a [3]) que durant I'escolaritzacié al Luitpold-
Gymnasium de Munic (1888-1895) tingué Adolf Sickenberger com a professor de
matematiques i que, en conseqiiéncia, estudia els seus diversos textos sobre mate-
matica elemental (entre els quals, probablement, el sagrat llibre de geometria). Cal
remarcar, també, la influéncia de Max Talmud, un estudiant de medicina que els
Einstein van acollir a casa seva a dinar els dijous des de 1889 fins a 1894. Talmud
tenia onze anys més que Einstein i li feu de mentor. Per exemple, Einstein apren-
gué per si sol als catorze anys el calcul diferencial i integral estudiant un llibre de
Heinrich Borchert Liibsen proporcionat per Talmud:

També vaig tenir la sort de coneixer els resultats i metodes essencials de tot
el camp de les ciéncies naturals en una excellent exposici6é popular, que es va
limitar gairebé en tot moment a aspectes qualitatius, una obra de cinc o sis
volums que vaig llegir amb una atenci6 sense ale.

Finalment, «havia estudiat ja una mica de fisica teorica i, als disset anys, vaig
entrar a UInstitut Politécnic de Zuaric [ETH]».

2. Estupiant A ’ETH

Primer, un incis. Einstein abandona els estudis al Luitpold-Gymnasium de
Minic a finals de desembre de 1894 (tenia quinze anys). Sembla que fou una reac-
ci6 a desavinences amb algun professor, potenciada per I'enyoranca de la seva
familia, que havia traslladat el negoci familiar al nord d’Ttalia per intentar superar
les dificultats economiques amb que es troba a Munic. El cas és que Einstein viat-
ja a Italia, on passa sis mesos, decideix renunciar a la nacionalitat alemanya (on
hauria d’haver fet dos anys de servei militar), i als setze anys és admes als examens
d’ingrés a’ETH de Zuric. Té dos anys menys que 'edat normal d’entrada i no reix:
tot i treure bones notes de matematiques i fisica, suspén llengiies modernes, zoo-
logia i botanica.

A suggeriment del director de 'ETH, es matricula a un curs preparatori a I'es-
cola cantonal d’Aarau, el certificat del qual equivalia a superar 'examen d’entrada
a 'ETH (en l'avaluacio6 final dels estudiants hi participaven professors d’aquesta
escola). Del seu curs, va ser el millor en algebra, geometria, fisica i alemany, i no-
table en geometria descriptiva i quimica. En canvi, va ser dels darrers en dibuix i
dibuix tecnic, frances i geografia. La mala puntuacié de frances contrasta amb el
contingut premonitori de 'assaig que va escriure per a 'examen (amb faltes d’or-
tografia i de gramatica), ja que hi va exposar amb tota precisié que esperava acon-
seguir, si obtenia el diploma, amb la carrera universitaria [3]. Obtingut el diploma,
va entrar a 'ETH com a estudiant de matematiques i fisica. Entre els companys
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d’estudis, Marcel Grossmann i Mileva Mari¢ tindran un paper important en la
vida d’Einstein. D’aquella etapa (1896-1900), a 'autobiografia diu:

Alla vaig tenir professors excellents (per exemple, Hurwitz i Minkowski),
de manera que realment podria haver obtingut una bona educacié matematica.
Tanmateix, vaig treballar la major part del temps al laboratori de fisica, fascinat
pel contacte directe amb I'experiéncia. La resta del temps el vaig passar, princi-
palment, a casa estudiant els treballs de Kirchhoff, Helmholtz, Hertz, etc. El fet
de descuidar fins a cert punt les matematiques no era a causa només del meu
més gran interés per les ciéncies naturals, sind també per la impressié que les
matematiques estaven dividides en nombroses especialitats, cadascuna de
les quals podia acaparar facilment la curta vida que ens és concedida. En con-
seqliencia, em vaig veure en la posicié de l'ase de Buridan, que era incapag de
decidir a quin feix de fenc dirigir-se. Aix0 rafa, Obviament, en el fet que la meva
intuicio no era prou forta en el camp de les matematiques per diferenciar clara-
ment el fonamentalment important, alld que és realment basic, de la resta de
I'erudicié més o menys prescindible.

Més endavant, declara que en la seva epoca d’estudiant

no comprenia encara que 'accés als coneixements fonamentals i més profunds
de la fisica anava lligat als métodes matematics més subtils, una constatacié que
vaig anar capint en el decurs d’anys de treball cientific independent.

Només hi havia dos examens finals; altrament, es podia fer més o menys el
que un volgués, especialment, com era el meu cas, si comptava amb un amic
[Marcel Grossmann] que assistia regularment a les classes i em deixava els seus
acurats apunts. Aix0 em donava llibertat en 'eleccié de les meves ocupacions
fins pocs mesos abans de I'examen, llibertat de la qual jo vaig gaudir plenament
i a canvi de la qual pagava molt a gust, com a mal molt menor, la mala cons-
ciencia que comportava.

I aixi obté, el juliol de 1900, el diploma de 'ETH, junt amb tres companys de
promocié (Mileva Mari¢ no és aprovada en aquesta ocasio, com tampoc en la se-
glient, juliol de 1901), i mentre aquests tres obtenen una plaga d’ajudant a 'ETH,
ell no ho aconsegueix, i de fet tampoc no obté, en els dotze mesos segiients, un lloc
de treball estable en institucions publiques, pero si diversos contractes temporals
en entitats privades.

Tanmateix, el desembre de 1900 acaba un article sobre capillaritat (forces
intermoleculars) que és acceptat als Annalen der Physik. Es el seu primer article
cientific. El febrer de 1901 obté la nacionalitat suissa, que no abandonara mai, i
es deslliura del servei militar (peus plans i varius). També presenta, el novembre
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de 1901, una tesi doctoral a la Universitat de Zuaric (sobre un tema de teoria cineé-
tica dels gasos), que no és admesa. A principis de 1902 s’estrena com a périt de
tercera classe a 'Oficina Suissa de Patents, a Berna, el 1903 contreu matrimoni
amb Mileva Mari¢ i el 1904 neix el seu fill Hans Albert, que arribara a ser un en-
ginyer prestigios.

En el front cientific, de 1902 a 1904 publica quatre articles més als Annalen der
Physik. Versen sobre diversos aspectes de termodinamica i fisica estadistica i, sens
dubte, foren molt importants per al seu desenvolupament cientific, perd no afegien
gaire al que ja era conegut. Per exemple, el mateix Einstein explica que

no estant familiaritzat amb les investigacions de Boltzmann i Gibbs que havien
aparegut anteriorment, i que realment esgotaven el tema, vaig desenvolupar la
mecanica estadistica i, basant-me en aquesta, la teoria cineticomolecular de
la termodinamica.

El 1910 va escriure que, si hagués conegut el llibre de Gibbs, no hauria publi-
cat els articles sobre els fonaments de la mecanica estadistica, llevat d’alguns co-
mentaris [4, p. 55].

3. 1905: ANNUS MIRABILIS

El 17 de marg acaba l'article [5] sobre la hipotesi dels quanta de llum. El 30
d’abril completa la memoria «Eine neue Bestimmung der Molekiildimenionen»
(«Una nova determinacid de les dimensions moleculars» [6], dedicada «al meu
amic Sr. Dr. M. Grossmann», que presenta com a tesi doctoral a la Universitat de
Zuric (acceptada el 15 de juliol). L’11 de maig, I'article sobre el moviment brow-
nia [7] és rebut als Annalen der Physik (hi mostra que particules de 'ordre d’una
micra suspeses en un liquid han d’experimentar, a causa dels xocs que reben de
les molecules d’aquest liquid, un determinat moviment aleatori, de manera que
explica, per primera vegada, les observacions de Robert Brown un segle abans per
a diverses menes de particules).

La mateixa revista rep tres articles més: 30 de juny, primer article sobre rela-
tivitat especial [8]; 27 de setembre, segon article sobre relativitat especial [9] (es-
tableix la formula E = mc?); 19 de desembre, un segon article sobre el moviment
brownia [10]. Vegeu [4, p. 111-112], per I'extraordinari impacte dels articles es-
mentats en termes del nombre de citacions fins a 1982, un nombre que no ha
parat de créixer fins avui. En aquest impacte sobresurten [6], que va establir de
manera definitiva I'existéncia d’atoms i les seves dimensions (fins aleshores nega-
da per prominents figures, especialment, Ernst Mach i Wilhelm Ostwald, per als
quals la termodinamica no es podia basar, tal com havia mostrat Ludwig Boltzmann,
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en la mecanica d’'uns atoms inobservables), i els articles sobre el moviment brow-
nia, dels quals Roger Penrose diu, en el seu proleg a [11], que 'analisi d’Einstein
per si sola li hauria valgut un lloc en la historia, ja que «va establir les bases d’'una
part important del coneixement estadistic que ha tingut enormes implicacions en
nombrosos camps» (Marian Smoluchowski, en treballs independents, aconsegui
resultats similars).

Es oportu citar aqui el magnific llibre [12], que no tan sols reprodueix els ar-
ticles [5], [7] i [8] en versio original i amb unes excellents traduccions al catala,
sino que, per a cadascun, se’n presenta el context historic, un estudi del contingut
i una apreciacié de I'impacte. A més, el primer capitol («Un jove agosarat i feli¢»),
junt amb una acurada cronologia que el precedeix, constitueixen una admirable
semblanca d’Albert Einstein.

4. RELATIVITAT ESPECIAL

The core of relativity theory consists of a new physical theory of space and
time, and we specifically say «physical» rather than «philosophical» because
this theory can be tested experimentally.

W. RINDLER, Essential relativity, p. 1.

Relativity describes Nature from quark to cosmos. Relativity empowers its
user to ponder deeply, to analyze widely, to predict accurately. It is a theory of
fantastic innocence, simplicity and power.

E. F. TAYLOR i ]. A. WHEELER, Spacetime physics.

Entre els sis articles de 1905 mereixen una atencio particular els que tracten
sobre la relativitat, [8] i [9], reproduits a [13]. Mentre que els altres quatre sén
exemples superlatius de modelitzacid fisicomatematica, tots coronats per valuosos
descobriments i aplicacions, els que tracten sobre la relativitat son, potser, els que
han tingut una significacié més profunda i general, tant fisica com matematica, i
Einstein és conscient que configuren un paradigma que supera el de I'espai i el
temps absoluts, incloent-hi el concepte d’eter com a mitja en el qual es propaga la
llum:

Newton, perdona’m; tu vas trobar 'inic cami que a la teva época era enca-
ra possible per a un home de maxima capacitat intellectual. Els conceptes que
vas crear continuen regint el nostre pensament fisic, encara que ara sabem que
cal substituir-los per altres de més allunyats de I’esfera de I'experiéncia immedia-
ta si aspirem a una comprensio més profunda de la situacié.
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L’article [8], sense referéncies explicites a cap treball anterior, postula el prin-
cipi de relativitat (especial o restringit, introduit per Henri Poincaré un any abans,
segons el qual les lleis de la fisica han de tenir la mateixa forma en tots els sistemes
inercials) i el principi de constancia de la velocitat de la llum, c, en tots els sistemes
inercials, independentment de I’estat de moviment del focus emissor. Que les lleis
de la mecanica satisfan el principi de relativitat estava entés des de Galileu, pero
les equacions de Maxwell no son invariants per les transformacions de Galileu i,
per tant, el principi de relativitat implica que les transformacions entre sistemes
inercials no poden ser les de Galileu.

Pel que fa a la (gens intuitiva) constancia de c, de fet, es dedueix de les equa-
cions de Maxwell del camp electromagnetic, ja que la velocitat de propagacié de
les ones electromagnetiques en el buit resulta ser 1/,/eoug, on les constants g
(permitivitat eléctrica del buit) i Ho (permeabilitat magnetica del buit) no depenen,
pel principi de relativitat, del sistema inercial. De fet, va ser la coincidencia de la
velocitat de propagacié de les ones electromagnétiques que prediuen les equacions
de Maxwell amb la velocitat c la que va cristallitzar en la unificacié de 'optica amb
I'electromagnetisme, en el sentit d’establir que les ones lluminoses s6n ones elec-
tromagnetiques.

Aquestes observacions no sén esmentades fins a [9] (nota a peu de pagina: «El
principi de la constancia de la velocitat de la llum, de fet, es despren de les equa-
cions de Maxwell»). Tampoc no esmenta resultats que n’aportaven evidencia ex-
perimental, com ara els d’Albert A. Michelson i Edward W. Morley. Dos anys
després, escriu l'article de revisié [14] a peticid de Johannes Stark, I'editor de la
revista Jahrbuch der Radioactivitit und Elektronik («Anuari de Radioactivitat i
Electronica»), i és una mica més explicit pel que fa a les arrels de la seva teoria de
la relativitat, i especialment al paper de la teoria de 'electré de Hendrik A. Lorentz,
pero ignorant, tal com fara tota la seva vida, les importants aportacions de Poin-
caré a la teoria de la relativitat (vegeu [15]).

Un incis sobre 'argument de Willem de Sitter (1913), basat en observacions
sobre estels dobles, per afirmar la constancia de c. L’esquematitzem en la figura 2.

Cal dir, també, tal com veurem en el que segueix, que per a velocitats v < ¢
(basicament, el domini de I'experiéncia quotidiana) la discrepancia entre la fisica
de Galileu-Newton i la relativitat restringida és molt petita, pero que és tant més
gran quan les velocitats augmenten, com en els acceleradors de particules o en els
raigs cosmics, i, en tot cas, és significativa, fins i tot per a velocitats moderades,
quan una gran precisio és indispensable (pensem, per exemple, en els satélits dels
sistemes GPS o Galileo).

L’article [14] conté cinc parts. Les tres primeres s’ocupen de la relativitat res-
tringida: cinematica (transformacions de Lorentz), electrodinamica i dinamica
d’una particula. Els titols de les altres dues seccions sén «Zur Mechanik und Ther-
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|:'I Telescopi T T .

Figura 2. Dues posicions, 1 i 2, d’'una estrella en orbita al voltant d’un altre astre. Si la
velocitat de la llum depengués de la del focus emissor, la llum emesa a 1 seria més lenta
que 'emesa a 2 i es podrien veure al mateix temps dues imatges de I'estrella, cosa que no
s’ha observat mai.

Font: Elaboracié propia.

modynamik der Systeme» («Sobre mecanica i termodinamica dels sistemes») i
«Relativititsprinzip und Gravitation» («Principi de relativitat i gravitacio») (aqui
hi ha la llavor, «el pensament més feli¢ de la meva vida», que en el periode de 1911
a 1915 fructificara en la relativitat general, és a dir, la teoria relativista del camp
gravitatori). La part cinematica, que posa de manifest el paper fonamental del grup
de Lorentz com a base de la fisica, és la que té un contingut més matematic.

YA YA E v, [mey,2
/8 7:\{1‘,!’/6/,
———- 7_7 177 yt “’”
vt = B . z . T=7(T— Bx)
> o'=~(x— Br)
> Y=y, 2'=2
Y/ P
S ! r=g, T =
e e B=vwfe, y=(1- g2

FiGura 3. Transformaci6 de Lorentz entre dos sistemes inercials, SiS". Sitit’s’expres-
sen en segons, T i T’ sén distancies donades en segons llum.

Font: Elaboracié propia.

Es adient esmentar aqui que el principi de relativitat, de fet, implica que exis-
teix una constant universal ¢ € (0, ] tal que les equacions que relliguen les coor-
denadesr = [1,x,y, z] = [1, x] d’un esdeveniment en un sistema inercial § amb
les coordenadesr’ = [7/,x",y’,z'] = [7/, x'] en un altre sistema inercial S’ com en
lafigura3 (t = ct,t’ = ct’,tit'son els corresponents temps) tenen necessaria-
ment la forma

U=y —po), ¥ =yl -0,y =y,7 =z
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on B =pBW)=v/c€[0,1], v és la velocitat de S’ respecte de S, iV = y(B)
=1 -p?)"Y28ic = oo llavors g = 0,y = 1iles equacions esdevenen les
transformacions de Galileu (x" = x — vt,t" = t). Altrament, les equacions tenen
la forma de les transformacions de Lorentz (aquesta nomenclatura és deguda a
Poincaré) per a la velocitat ¢. A més, la llei de composicid de velocitats té necessa-
riament la forma

. v+v'

T ICOTICo)

onv'iv' son les velocitats d’un tercer sistema S’ respecte de S’ i de S, respectiva-
ment. De nou, sic = oo, tenim la composicio de velocitats de Galileu, v"’ = v + v/,
i altrament és la composicio relativista de velocitats per a la velocitat limit ¢. Ates
que la llum emesa per mesons que van quasi a la velocitat ¢ també es propaga a la
velocitat c, es despren que, de fet,¢ = c. Per a aquestes consideracions, vegeu [16,
§ 2.11], que comenta:

Aixi el principi de relativitat necessariament implica que tots els sistemes
inercials estan relacionats per transformacions de Galileu o per transforma-
cions de Lorentz relatives a una certa constant universal «c» [la nostra ¢]. El
paper del segon axioma [d’Einstein] és distingir aquestes dues possibilitats i
[decidir] fixar el valor de ¢ com el de la velocitat de la llum, c.

Per a una discussié més matematica d’aquestes precisions, vegeu [17, § 10.7].
Les transformacions de Lorentz:

T =y(r—px),x' =y(x —p1) © 1=y +px),x =y’ + pr’),

tenen conseqiiencies tan sorprenents avui com el 1905 (usem que y > 0 per a
velocitats v # 0):

— Dilatacié del temps o retard dels rellotges. Posant x" = 0 (origen del sistema
mobil), obtenim 7 = y7’ (el temps per S flueix més rapid que per S’). Com que
7' = 1/y, també podem dir que per a S els rellotges de S’ es retarden.

— Contraccié de longituds. En el sistema S, la distancia entre els punts x' = 0
ix' =, determinats en un mateix instant 7, ésl’, mentre que relativament a S els
extrems del segment son x; = yft"ix, = y(I' + f7'), de manera que per al siste-
ma S lalongitud del segment ésl = x, —x; =yl’,0l' = 1/y.

— Dilatacio de la vida mitjana dels muons cosmics. Els muons cosmics arriben
ala Terra a velocitats v properes a la de la llum, de manera que y > 1. La seva vida
mitjana, 7, és tan curta (2,2 ps) que des d’un punt de vista galilea es desintegrarien
a poca distancia del punt de I'atmosfera on s’han produit, pero des del punt de
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vista relativista d’'un laboratori terrestre S, la seva vida mitjana sera yz > 1, cosa
que els permet arribar a S abans de desintegrar-se. I com ho veuen els muons? Si
fossin galileans, pensarien que han de recérrer una distancia [ per arribar a S i
veurien que la seva vida mitjana 7 no és suficient per recorrer-la. Pero son relati-
vistes convenguts, i la distancial, per a ells, en realitat, és un recorregut I' = l/y « 1
que poden fer sense morir en l'intent.

— El rellotge fotonic i I'efecte Doppler relativista. El rellotge fotonic consisteix
en dos miralls parallels (figura 4) i un foté que va de I'un a I'altre. El de I'esquerra
delafigura és fix i el de la dreta es mou a velocitat v respecte del fix. Sit és el temps
mesurat pel sistema S del rellotge fix de I'arribada del fot6 al mirall superior del
rellotge mobil, ct és la distancia que ha recorregut, i els miralls mobils s’han des-
placat vt. Vist des del rellotge mobil, si el temps d’arribada al mirall superior és t’,
la distancia recorreguda és ct’, la separacio entre els miralls. El teorema de Pita-
gores ens permet trobar la relacié entre t i t’, tal com s’indica a la figura 4, que no
és altra que la ja trobada abans: T = ct = yct’ = y1'. Pero el temps ¢ és el que
indica un rellotge de S situat al punt d’arribada del fot6 en el mirall superior mo-
bil, i aquest esdeveniment S no el veu fins transcorregut el temps vt/c = ft, és a
dir,el veueneltempst=t+ Bt =1+ Bt =1+ p)yt' = \/gt’.

Com que els temps son inversos de les freqiiencies, el resultat és que una fre-
PN . ’ . oy . 1-
qiiencia v’ emesa per S’ és «vista» per S amb freqiiéncia v = ﬁv’ (B > 0 quan

S's’allunya de Sip < 0 quan S’ s’apropa a S), que és I'efecte Doppler relativista.

I T 7
: at' = V2 — o2 o
: = ctf1 —v?/e? s

Pertant, t =~t/,on ¢ .~ ot

y=1/1-v?/
P . R
v

Figura 4. Dos rellotges fotonics, un de fix, a 'esquerra, i un de mobil, a la dreta, que
s’allunya a velocitat v del fix.

Font: Elaboracié propia.

Els resultats de la part electromagneética es poden resumir en la taula segiient,
onE = (E, Ey, E,) denota el camp eléctric i M = ¢B = ¢(B,, By, B,), essent B el
camp magnetic, i analogament per al sistema (x',y’, z"):
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E,=E_ M, =M,

X X

Ey =)/(Eyl+ﬁMZ/) My =}/(Myl—ﬁEZ/)

E,=y(Ey—BMy) | My =y(M, +BE,)

Aquestes transformacions posen de manifest un dels descobriments més re-
marcables de la relativitat restringida: que en I'expressié de E intervenen E' i M',
i el mateix passa amb M. Per a velocitats v < ¢ (ésadir,  ~ 0iy = 1),s'obté E = E'i
M =~ M', que sén les relacions valides en el paradigma no relativista. Un cas particu-
lar mostra que el camp magnetic és, de fet, un efecte relativista del camp eléctric
de Coulomb. En efecte, suposant que a 'origen de S’ hi ha una carrega puntual
immobil i cap camp magnétic, llavors M = (0,—yBE,’, yBE y/), que és ortogonal a
la direcci6 del moviment g = (,0,0) i al camp eléctric E = (E e yEy,,yE Z!). Un
calcul immediat mostra que, de fet, M = B X E.

Pel que fa a la part dinamica, les nocions més innovadores van ser que la mas-
sa d’'una particula creix amb la velocitat, tendintacoquan g —» 1 (v = ¢):m = ymy,
on my és la massa en repos. La velocitat relativista és el 4-vector u = [y, yu], on
u= (ux, uy, uz) ésla 3-velocitat i y = y, el factor y d’aquesta velocitat. El moment
relativista és el 4-vector p = mou = [m, mu] i la forga relativista és el 4-vector
f = yp = y[m, p] (per a detalls, incloent-hi la deduccié de E = mc?, podeu consul-
tar Parxiu «Relativitat»).! Aquesta dinamica relativista és a la base dels calculs que
regulen el comportament dels acceleradors de particules, a les quals usualment
corresponen factors y molt grans, i de la comptabilitat energia-massa en la sinte-
si o desintegracio de particules.

Elsignificat geomeétric de la relativitat especial fou descobert per H. Minkows-
ki [18]. L’observaci6 fonamental és que les transformacions de Lorentz coincidei-
xen amb les que deixen invariant la forma quadratica

n=n)=12-x*+y*+2z%)=12-x%
Que les transformacions de Lorentz vistes anteriorment conserven 1 (es diu
que son isometries de 77) és una simple comprovacié algebraica. El reciproc, que

tota isometria de 77 és una transformaci6 de Lorentz (general), és més delicat i aqui
el passem per alt, pero en tot cas queda clar que la relativitat especial es pot veure

1. https://web.mat.upc.edu/sebastia.xambo/MMF/m11-3-Relativitat/m11-3-R-9-NocionsRG.pdf.
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com la geometria, en el sentit de F. Klein, del grup 0; 3 d’isometries de . En aques-
ta presentacié hi encaixen perfectament la dinamica i I'electrodinamica, i I'article
acaba essent un primer pas necessari envers la relativitat general.

Val a dir, a més, que en I'estudi de les isometries de formes quadratiques de
qualsevol signatura el formalisme més adient és el de I'algebra geomeétrica de Clif-
ford. En el cas de la relativitat, aquest punt de vista esta exposat, per exemple,
a [19, § 1.4 i cap. 3], on es mostra també la seva idoneitat per al tractament de
I'equacié de Paul Andrien Maurice Dirac. Com a referéncia general sobre aquests
formalismes, vegeu [20, cap. 3-5]. En cadascuna d’aquestes dues referencies s’apor-
ta una amplia bibliografia.

5. RELATIVITAT GENERAL

La relativitat general (RG) és una teoria relativista de la gravitacid i es consi-
dera I'obra mestra d’Einstein [21]. Per a masses petites, la teoria es redueix prac-
ticament a la teoria de la gravitacié newtoniana. Com veurem en el que segueix,
en el Sistema Solar la desviacié més gran de les orbites newtonianes és'avancament
de 43" d’arc per segle de la posicié del periheli de Mercuri i molt menor per als
altres planetes. Pero per als sistemes de posicionament global de la Terra, que
involucren masses i velocitats relativament petites, les correccions relativistes
(especial i general) son absolutament indispensables degut a la gran precisié en
que cal sincronitzar els temps per ser efectius. Avancem que les «equacions d’Eins-
tein» son la base de la cosmologia i I'astrofisica modernes: estructura a gran esca-
la de I'Univers i la seva evolucid, cimuls de galaxies, formacio i evoluci6 de les
estrelles, nanes blanques, estrelles de neutrons, forats negres, quasars, ptlsars, ones
gravitacionals... Fins ara, la teoria sempre ha estat confirmada per les observacions,
cada vegada més exigents (vegeu § 6).

En l'elaboracié de la RG van tenir un paper fonamental dos principis. El
primer va ser «la idea més feli¢ de la meva vida» (1907: en una caiguda lliure
no es percep la forca de la gravetat), que el va dur a postular el principi d’equi-
valéncia (igualtat entre massa inercial i massa gravitatoria). Aixo el porta a
concebre «I’equivalencia fisica completa d’'un camp gravitatori i una acceleracio6
igual del sistema de referéncia», i a deduir 'alentiment dels rellotges sota un
potencial gravitatori i, en particular, 'augment de la longitud d’ona de les rat-
lles espectrals emeses pels atoms d’una estrella (el Sol, per exemple). Per a una
exposicié més detallada sobre alguns aspectes d’aquests inicis, vegeu § Al.

El segon principi és el principi de relativitat general, que postula que les lleis
de la fisica han de tenir la mateixa forma no només en coordenades inercials, sind
en qualsevol sistema de coordenades, un enunciat al qual es refereix també com a
covariancia respecte de canvis arbitraris de coordenades.
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Matematicament, aixo significa que el model de I'univers d’esdeveniments ha
de ser una varietat (diferenciable) M de dimensi6 4 i que les lleis fisiques s’han de
poder expressar en termes de la geometria intrinseca d’aquesta varietat. A I'auto-
biografia Einstein reconeix que la dificultat principal que va haver de superar per
arribar a aquesta comprensio va ser «alliberar-se de la idea que les coordenades
han de tenir un significat metric immediat».

El treball inicial de 1907, [14], és représ a partir de 1911. E1 1912, en una carta
a Sommerfeld, «creu que pot superar totes les dificultats amb 'ajut de M. Gross-
manny, i afegeix: «Pero una cosa és certa: mai a la meva vida no m’havia preocupat
tant per res, i ara veig amb un enorme respecte les matematiques, les parts més
subtils de les quals considerava fins ara, en la meva ignorancia, com un pur luxe!
En comparacié amb aquest problema, la teoria especial de la relativitat és un joc
de nens». En versions preliminars, explica 'avancament de 43" d’arc per segle
del periheli de Mercuri i obté que la desviaci6 d’un raig de llum que passa prop del
Sol és 1,7 (corregeix el valor de 0,84" d’arc obtingut el 1911), un valor que es va
confirmar per les observacions d’un eclipsi de Sol I'any 1919 i també en eclipsis
posteriors (figura 5).

A la sisena edici6 de l'article «The meaning of relativity», [22, ap. 1], llegim:
«Els coneixements matematics que van permetre establir la teoria general de la
relativitat els devem a les investigacions geometriques de Gauss i Riemann». I de
Gauss diu: «Va investigar les propietats metriques d’una superficie de 'espai eu-
clidia tridimensional, i demostra que aquestes propietats es poden descriure mit-
jangant conceptes que es refereixen només a la superficie mateixa [conceptes in-
trinsecs] i no a la seva relacié amb I'espai ambient [extrinsecs]. Com que, en
general, no existeix un sistema de coordenades preferit en una superficie, aquesta
investigacié va portar per primera vegada a expressar les magnituds rellevants en
coordenades generals». Cal celebrar aqui la publicacié de [23] i, en particular, el
tractament que fan del theorema egregium segons el qual la curvatura, que es de-
fineix extrinsecament, resulta ser un concepte intrinsec (vegeu § A2).

I, de Riemann, Einstein diu [22, p. 63]: «Riemann va estendre la teoria de su-
perficies de Gauss a espais d’'un nombre arbitrari de dimensions (espais amb

Figura 5. Desviacié d’un raig de llum pel camp gravitatori del Sol. Valor confirmat per
primera vegada per les observacions de I'eclipsi solar de 1919.

Font: Elaboracié propia.
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metrica riemanniana, que es caracteritza per un camp tensorial simétric de segon
rang). En aquesta admirable investigacid va trobar 'expressi6 general de la curva-
tura en espais metrics de dimensions superiors». En el desenvolupament de la RG,
Marcel Grossmann va tenir un paper important assistint a Einstein en I’assimila-
ci6 del calcul tensorial i, en particular, del calcul absolut de Giorgio Ricci i Tulio
Levi-Civita. El 1913 van publicar I'article conjunt [24]. Es un esbés de la teoria
dividit en una part fisica, a carrec d’Einstein, i una part matematica, a carrec de
M. Grossmann.

Es fonamental observar que la varietat M ve dotada d’'una métrica natural
(tensor simétric covariant d’ordre 2). En efecte, en una referéncia local en caiguda
lliure hi ha, en ser equivalent a un sistema inercial, la métrica ds? = dx§ — dx?
= n(dxo, dx) de Minkowski (on posem xo = 7ix = (x,Y, 2)), que en coordenades
arbitraries x = (xg, x1, X2, x3) té la forma (usant la regla de sumacio respecte d’'indexs
repetits) ds? = gjkdxjdxk, j, k € 0..3 (g% funcions de les coordenades x) i, en
principi, I'inica restricci6 és que la seva signatura ha de ser (1, 3), que és la signa-
tura de .> Com és costum, posarem g per denotar aquesta métrica i direm que
(M, g) és un espaitemps. Es I'arena en la qual es desenvolupen les investigacions
d’Einstein i en les quals les g/* fan el paper de potencials gravitacionals, ja que s6n
indicadors de la desviaci6 del sistema de coordenades respecte d’un sistema iner-
cial (una precisié tecnica: I'indicador en realitat és la curvatura de g en el sentit de
Riemann). Dit aixo, I'objectiu principal és trobar les condicions que han de satis-
fer aquests potencials per tal que corresponguin a la gravetat causada per la distri-
bucié de materia-energia a M, i al final aquestes condicions van acabar quedant
codificades en les celebrades equacions d’Einstein.

Poc abans d’arribar a establir aquestes equacions, es produi un episodi que no
volem passar per alt. El 1915, Einstein imparteix un seminari sobre relativitat a
Gottingen. Hi assisteixen David Hilbert, Felix Klein i Hermann Weyl, i Hilbert
envia als Annalen der Physik les equacions relativistes del camp gravitatori (obtin-

2. Aquesta situaci6 és analoga a la que es troba a la geometria analitica de les coniques i quadri-
ques. Per exemple, en el cas d’una ellipse de semieixos a i b, 'equacio en les coordenades X, y relatives
als seus eixos és

x%*/a* +y*/b* =1,
pero en coordenades afins generals X1, X;, 'equacié adopta la forma
G11%] + 291216, + Go2X3 + 201%; + 20,%, + go = 0. (*)
Inversament, una equacié com (%) representa una conica, possiblement degenerada (vegeu [25],

teorema 4.6). Per exemple, en les notacions d’aquest text, (*) representa una ellipse real precisament
quan D3 * 0, dz > 01D3d1 < 0
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gudes resolent un determinat problema variacional) cinc dies abans que ho fes
Einstein, pero els erudits han mostrat que la prioritat indiscutible és d’Einstein
(vegeu 'article «Einstein, Felix Klein, David Hilbert y Hermann Weyl», de Sdnchez
Ron a [26]).

No podent entrar aqui en profunditat en el tema, em limitaré a descriure breu-
ment els malabarismes finals: les analogies que el van guiar i, fins on em sigui
possible, mostrar que son ben plausibles. Com a referéncia per a discussions més
detallades, especialment pel que fa a nocions de calcul tensorial, és molt recoma-
nable el magistral llibre de Joan Girbau, [27].°

En la gravetat de Newton i en I'electroestatica de Coulomb les forces entre
particules son inversament proporcionals al quadrat de les distancies. Amb aques-
ta propietat es pot construir, per una distribucié Q de masses o carregues electri-
ques, una funcié ¢ (potencial gravitatori o electroestatic) tal que el seu gradient,
Vo = (ax¢>, dy 9, quﬁ), determina la for¢a que Q exerceix sobre una unitat de mas-
sa o carrega en el punt on avaluem V¢. A més, aquest potencial satisfa I'equacio de
Poisson: Ap = kp, on

Ap = V2p = (02 + 02 + 02)¢

és la laplaciana de ¢, p és la densitat (de massa o carrega electrica) de Q i k és
una constant (k = 4nG en el cas de la gravetat, G és la constant de la gravitacio,
ik = —1/¢gpen el cas del camp eléctric; els signes contraris provenen del fet que
carregues del mateix signe es repelleixen, mentre que dues masses sempre
s’atrauen). Per a una referéncia en linia relativa al cas electroestatic, consulteu
larxiu «Potencial eléctric»* (el cas gravitacional es pot tractar de la mateixa
manera). En tot cas, 'estratégia d’Einstein per derivar la seva equacié consisteix
a imaginar quina forma hauria de tenir I'equaci6é de Poisson V¢ = 4nGp en
I'espaitemps.

En lespaitemps, el paper de ¢ el té, com hem vist, la metrica g i, per tant, és
natural canviar A¢ per una expressio tensorial €(g) formada amb derivades par-
cials de g fins a l'ordre 2. D’altra banda, p s’ha de substituir per un objecte que
expressi el contingut de mateéria-energia-moment en cada punt de M. Aquest
objecte és el tensor de tensié-energia (també anomenat de energia-impuls o de
energia-moment), T ~ Ty, (per a una discussié detallada, vegeu [27, cap. 16]). Vist

3. Aquest llibre aplica els metodes rigorosos de la geometria diferencial (capitols 1-6) a la fisica
classica (capitols 7-13) i a la relativitat (capitols 14-20). En concret: «18. Els fonaments de la relativitat
general», «19. Camp gravitatori produit per una estrella» i «20. Models cosmologics».

4.  https://web.mat.upc.edu/sebastia.xambo/MMF/m10-2-Electromagnetisme/m10-2-EM-2
-PotencialElectric.pdf.
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aixi, 'equacié d’Einstein adopta la forma €(g) = kT, onk és una constant (constant
d’Einstein), i com que I'analisi mostra que div(T) = 0, [27], £(g) ha de ser també
un tensor d’ordre 2 amb divergencia nulla. I bé, un resultat de Poincaré afirma
[27, p. 289] que sota aquestes condicions

1 .
E(g) = Ric(g) — ERg + Ag, onRic(g) ~ Rji

és el tensor de Ricci de g, R és la curvatura escalar de g i A una constant arbitraria,
d’on resulta que 'equacié d’Einstein ha de tenir la forma

1
Ric(g) —ERg + Ag = «T.

La determinacié de k via 'aproximacié newtoniana va produir 'expressio
k = 816 /c? Inicialment, Einstein va considerar el cas £(g) = Ric(g), pero 'equa-
ci6é que en resulta, Ric(g) = kT, és 1ncorrecta ja que div(T) = 0 i en general
div(Ric(g)) # 0. L’eleccié £(g) = Ric(g) ——Rg ja no té aquest defecte, perqueé
resulta que div(Ric(g)) = —Rg (queéslarad per la qual va introduir aquest terme).
El terme Ag és opcional, ]a quediv(g) = 0,1 Einstein el va introduir [28] per acon-
seguir un model d’univers estacionari, després el va treure en coneixer 'expansio
de I'Univers (I'equacié d’Einstein implica aquesta expansio, i, per tant, el que
s’anomena big-bang, pero sembla que no se n’adona fins al 1929). Ara s’inclou 1 a
causa de 'acceleracio de I’ expansw de I'Univers (Premi Nobel 2017, vegeu § 6).

La inclusio6 del terme — = R ga&(g)ésun pas analeg a la manera com Maxwell

va generalitzar I'equaci6 d’ Ampere de la magnetoestatica (és a dir, rot(B) = poj,
on j és el vector de densitat del corrent estacionari i B el camp magnetic) a I'elec-
trodinamica. En aquest cas, div(rot(B)) = 0, perd, en canvi, aplicant la llei de
conservaci6 de la carrega electrica d;p = —div(j), tenim div(ugj) = uodiv(j) =
= —o0:p, que no s’anulla per a corrents no estacionaris. Arabé, div(E) = p/eq (llei
de Coulomb-Gauss) i aixi

dep = 0, (div(&E)) = div(god,E),

d’on es despren que div(uoj + pogo0:E) = 0. Vista aquesta igualtat, Maxwell va
decidir modificar la llei d’Ampeére en la forma rot(B) = po(j + £0:E) equacio
d’Ampeére-Maxwell), és a dir, sumant a j I'expressio €y0.E, la qual va anomenar
corrent de desplagament.

Un aspecte important de la RG és que les trajectories de les particules en cai-
guda lliure son precisament les geodesiques de la metrica g, un fet que generalitza
la llei d’inércia de Galileu, i les geodésiques nulles (és a dir, aquelles que el seu
vector tangent u satisfa g(u, u) = 0) son les trajectories dels raigs de llum (fotons).
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Es famos laforisme de John A. Wheeler per resumir la significacié de les
equacions d’Einstein: «la materia li diu a l'espai com s’ha de corbar i I'espai li diu
ala matéria com s’ha de moure». I parlant de Wheeler, entre els nombrosos textos
dedicats a la RG, I'enciclopédic Gravitation, de Charles W. Misner, Kip S. Thorne
i Wheeler (Freeman, 1973, 1.280 p.) illustra el domini de la geometria diferencial
que van trobar necessari assolir per donar compte cabal de la teoria.

6. CARTOGRAFIANT L’UNIVERS

L’any 1921, Albert Einstein és guardonat amb el Premi Nobel de Fisica (que
no rebra fins al 1922) «pels seus serveis a la fisica tedrica, i especialment pel seu
descobriment de la llei de I'efecte fotoeléctric». No van esmentar explicitament la
relativitat, i és de suposar que la devien considerar dins la llista dels «serveis».

Tot seguit ens fixem en quatre premis Nobel de Fisica relacionats amb la teo-
ria de la relativitat general. Les investigacions d’aquests guardonats han aportat
un coneixement cada vegada més detallat de 'Univers i les seves estructures.

— 1993: Russell A. Hulse i Joseph H. Taylor Jr., «pel descobriment d’'un nou
tipus de pulsar, un descobriment que ha obert noves possibilitats per a 'estudi de
la gravitacio». El pulsar en qiiestio, anomenat PSR J0348+0432, dista 7.000 anys
llum de la Terra i esta format per una estrella de neutrons que gira 25 vegades per
segon (que és la freqiiencia de les ones electromagnétiques que emet i que foren
les que van permetre descobrir-lo el 1974) i per una estrella nana blanca que or-
bita el pulsar cada dues hores i mitja. Taylor i Hulse van demostrar que els movi-
ments de les estrelles s’ajustaven perfectament a la pérdua d’energia ocasionada
per I'emissi6 d’ones gravitacionals com les deduides de la RG per Einstein el 1918
(vegeu la figura 6 per a una representacié esquematica del sistema).

— 2011: Saul Perlmutter, Brian P. Schmidt i Adam G. Riess, «pel descobriment
de I'expansié accelerada de I'Univers mitjangant observacions de supernoves llu-
nyanes». Una bona documentacid sobre la significacié d’aquesta distinci6 és la
Conferéncia Nobel de Perlmutter® («<Measuring the acceleration of the cosmic
expansion using supernovae»). Obre amb la pregunta de quin és el desti de 'Uni-
vers i la declaracié que aquest desti es pot determinar a partir de la seva historia.
Pero els detalls d’aquestes recerques sén complexos, tant en termes matematics
com fisics i computacionals, de manera que ens limitem a recomanar les referen-
cies ja donades.

— 2017: Rainer Weiss, Barry C. Barish i Kip S. Thorne,® «per contribucions
decisives al detector LIGO i a 'observacié d’ones gravitacionals». La primera

5. https://www.nobelprize.org/uploads/2018/06/perlmutter-lecture_slides.pdf.
6. Investit doctor honoris causa per la UPC el 2017.
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-

FIGURA 6. Representacié esquematica de les ones gravitacionals emeses pel pulsar de
Taylor i Hulse.

Font: ESO/L.CALGADA, «Impresion artistica del pulsar PSR J0348+0432 y su comparfiera enana
blanca» (en linia), <https://www.eso.org/public/spain/images/eso1319¢>, sota llicencia Creative
Commons Reconeixement 4.0 Internacional, <https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/>.

deteccié d’aquestes ones es va anunciar el febrer de 2016. Com ja hem dit, una
conseqiiencia de la teoria general de la relativitat d’Einstein és 'existéencia d’aques-
tes ones. S6n com ondulacions en I'espaitemps que es produeixen quan objectes
massius experimenten acceleracions,” com ara els del pulsar de Taylor i Hulse.
Els efectes a gran distancia son molt petits. A partir de la decada de 1970 es va
desenvolupar el detector LIGO (Laser Interferometer Gravitational-wave Obser-
vatory). En aquest detector s’utilitza la tecnologia laser per mesurar petits canvis
de longitud causats per les ones gravitacionals. Kip S. Thorne ha fet contribucions
crucials per desenvolupar el detector i, en particular, per elaborar eines teoriques
i de calcul numeéric en RG (relativitat numérica) que van permetre generar un
cataleg de simulacions dels senyals que possiblement arribarien al detector [29].
Per a la teoria basica de les ones gravitatories, explicada d’'una manera molt asse-
quible, és molt recomanable I'article «Deteccié d’ones gravitatories» de Joan
Girbau.*

— 2020: Roger Penrose, «pel descobriment que la formacié de forats negres
és una predicci6 fiable de la teoria general de la relativitat» (vegeu [30], i [31] per
a un estudi sistematic), compartit amb Reinhard Genzel i Andrea Ghez «pel des-
cobriment d’un objecte compacte supermassiu al centre de la nostra galaxia». Des

7. Aquest fenomen és analeg al de 'emissi6 d’ones electromagneétiques per carregues electriques
accelerades.

8. Butlleti de la Societat Catalana de Matematiques (en linia), vol. 31, num. 2 (2016), p. 143-178,
https://revistes.iec.cat/index.php/BSCM/article/view/93710.001/141676.
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dela década de 1990, Genzel i Ghez, amb els seus respectius equips de recerca, han
desenvolupat i perfeccionat técniques per estudiar el moviment de les estrelles, i
les observacions de les estrelles a la zona al voltant de Sagitari A* al centre de la
Via Lactia van revelar 'existencia d’un forat negre supermassiu (vegeu la figura 7,
esquerra).

Per a més detalls sobre confirmacions experimentals de la RG, i també de la
relativitat especial, és molt recomanable la pagina «Proves de la relativitat general»,
de la Viquipédia,’ i I'article «The confrontation between General Relativity and
experiment»'’ (C. M. Will, Living Rev. Relativity, vol. 17 (2014), art. nim. 4, 117 p.).

" Kec LA
Galactic Center Group 1995-2020
=

.

Ficura 7. Gauss, amb la teoria de superficies, va fer avanqar la cartografia terrestre.
Einstein, amb la geometria riemanniana i la relativitat general, ha fet possible elaborar
una topografia de I'Univers. Esquerra: les observacions de Genzel i Ghez dels moviments
de les estrelles a la zona al voltant del centre de la Via Lactia (en la direccié de Sagitari A*)
van revelar existencia d'un forat negre supermassiu (4,3 M(©, on © representa la massa
del Sol) i el 2022 es va fotografiar amb I'Event Horizond Telescope (Viquipédia, Sagitari_A*).
Dreta: imatge d’'un cumul de galaxies fotografiat pel telescopi Hubble i que actua com una
lent gravitacional per a la llum de les galaxies més llunyanes, una mostra de la forta cur-
vatura creada per grans masses.

FonT: ATesquerra, UCLA GaLAcTIC CENTER GROUP - W. M. KECK OBSERVATORY LASER TEAM,
«Stellar Orbits in the Central Arcsec» (en linia), <https://galacticcenter.astro.ucla.edu/images.html>.
Aquesta imatge ha estat creada per la professora Andrea Ghez i el seu equip de recercaala UCLA i
prové de conjunts de dades obtinguts amb els telescopis W. M. Keck. A la dreta, NASA, ESA i Hubble
Space Telescope (HST).

9. https://ca.wikipedia.org/wiki/Proves_de_la_relativitat_general.
10.  https://link.springer.com/article/10.12942/lrr-2014-4.
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7. LLEGATS DE FISICA QUANTICA I FISICA ESTADISTICA

Pel que fa a ramificacions dels treballs d’Einstein enfocats a qiiestions de fisi-
ca quantica i fisica estadistica, que sempre tenen un rerefons matematic apreciable,
és oportu esmentar primer cinc premis Nobel més:

— 1923: Robert A. Millikan, «pel seu treball sobre la carrega elemental de
Pelectricitat i sobre Iefecte fotoeléctric». Tanmateix, la motivacié de Millikan a
Iinici era provar que I'explicacié d’Einstein de I'efecte fotoelectric (corrent pro-
duida en illuminar una superficie metallica amb una radiacié electromagneética
d’una determinada freqiiencia v) havia de ser erronia pel fet de no ser compatible
amb la teoria ondulatoria de la llum. Pero va canviar d’opinid en anar comprovant
al llarg de deu anys, la gran precisié amb que les seves dades experlmentals s a]us—
taven a la predicci6 teorica d’Einstein, condensada en I'equacio > Lmu? = v —

on el primer terme és'energia cinética d’un electrd despres del metall pel quantum
d’energia hv de la radiacié incident sobre el metall, la constant de Planck, i P el
treball necessari per arrencar-lo. Del discurs d’acceptacié del Premi Nobel'' extra-
iem les afirmacions segiients: «Després de deu anys de proves, [...] el 1914 el
treball va aportar, contrariament a les meves expectatives, la validesa exacta, dins
dels limits estrets d’error experimental, de 'equacié d’Einstein, i també la prime-
ra determinacid fotoeléctrica directa de la constant de Planck h». Dels resultats
experimentals de Compton (1922), en que es feia palesa la natura corpuscular dels
quanta hv, diu que mostren «la fecunditat de la hipotesi d’Einstein» i que «es pot
dir sense dubtar que no és només 'equacid la que esta tenint un éxit extraordina-
ri en aquest moment, sind també la concepcié d’Einstein». Després de subratllar
«laplicabilitat molt general de I'equaci6 d’Einstein», li sembla que la seva validacié
«potser és I'assoliment més conspicu de la fisica experimental durant I'tltima
década». Aixi ho degué pensar el Comité Noruec del Nobel.

— 1926: Jean Baptiste Perrin, «pel seu treball sobre I'estructura discontinua de
la materia, i especialment pel seu descobriment de 'equilibri de sedimentacid».
Perrin va sostenir que si les molecules fossin reals, llavors les particules suspeses
en un liquid no baixarien totes al fons, sind que es distribuirien en la direcci6
vertical de manera analoga a com ho fan les molecules d’aire en 'atmosfera, és a
dir, un decreixement exponencial de la pressio (osmotica en el cas de les dissolu-
cions: distribucio de Perrin). E1 1908 va comprovar-ho mitjangant 'experimenta-
cid. També va corroborar la teoria d’Einstein que el moviment brownia es devia a
collisions entre les particules i les molécules del liquid.

— 1964: Charles H. Townes, Nicolay G. Basov i Aleksandr M. Prokhorov, «per
treballs fonamentals en el camp de 'electronica quantica, que han donat lloc a la

11.  https://www.nobelprize.org/uploads/2018/06/millikan-lecture.pdf.
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construccié d’oscilladors i amplificadors basats en el principi maser-laser». El
principi fisic en qiiestid és 'emissio estimulada, un descobriment teoric d’Einstein
publicat el 1917 amb el titol «Zur Quantentheorie der Strahlung» («Teoria quan-
tica de la radiacio»), pero la historia de la invencié de masers i lasers, décades
després, és molt complicada (vegeu «Laser»)."” Pel que fa al premi Nobel, té molt
d’interes llegir la conferencia Nobel de C. H. Townes («Production of coherent
radiation by atoms and molecules»)."” Una petita mostra: «[...] jael 1917, Einstein
va examinar amb cert detall la naturalesa de les interaccions entre les ones elec-
tromagnetiques i els atoms guiat per arguments termodinamics, i una revisié de
les seves conclusions gairebé immediatament suggereix una manera en que els
atoms o les molécules poden ser usats per amplificar la radiacié emesa».

— 2001: Eric Cornell, Wolfgang Ketterle i Carl Wieman, «per I'assoliment de
la condensacié de Bose-Einstein en gasos diluits d’atoms alcalins i pels primers
estudis fonamentals de les propietats d’aquests condensats». El 1924 Einstein va
rebre una carta d’un desconegut Satyendra Nath Bose (Universitat de Daca, India)
amb una copia d’un article, escrit en angles, en el qual deduia I'espectre de la radi-
acié del cos negre amb un argument purament estadistic, sense cap referéncia
a I'electrodinamica. Li havien rebutjat al Philosophical Magazine i demanava a
Einstein que intercedis, si trobava suficient merit en el treball, per publicar-lo
a Zeitschrift fiir Physik. Einstein va traduir larticle a 'alemany (vegeu la versié en
anglés)14 iel va enviar ala revista amb aquesta nota: «Al meu entendre, la derivacid
de Bose de la formula de Planck constitueix un aven¢ important. El metode utilit-
zat aqui també serveix, com mostraré amb més detall en un altre lloc, per bastir la
teoria quantica dels gasos ideals». Aquesta teoria la va publicar a les actes de I’Aca-
démia Prussiana de les Ciencies amb el titol «Quantentheorie des einatomigen
idealen Gases» («Teoria quantica dels gasos ideals monoatomics») a finals de 1924
i principis de 1925 en correspondencia a tres sessions de ’Académia, seccié de
Fisica Matematica. El primer paragraf és una excellent descripcié del seu proposit:
«Propiament encara no existeix una teoria quantica dels gasos ideals monoatomics.
Aquesta mancanga s’esmenara a continuacié emprant un nou enfocament ideat
pel Sr. D. Bose per deduir la féormula de la radiacié de Planck». El resultat teoric
d’Einstein prediu I'existencia del que des d’aleshores s’anomena condensat de
Bose-Einstein: a molt baixes temperatures, un gas d’atoms d’espin enter (bosons)
es concentra, de manera que els atoms queden indistingibles en 'estat de minima
energia (a temperatures suficientment baixes les longituds d’ona de De Broglie son
més grans que les distancies interatomiques i aixi els atoms tendeixen al mateix

12.  https://ca.wikipedia.org/wiki/Laser.
13.  https://www.nobelprize.org/prizes/physics/1964/townes/lecture/.
14.  https://wavewatching.net/lost-papers/plancks-law-and-light-quantum-hypothesis/.
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estat quantic). Set decades després, el 1995, Eric Cornell i Carl Wieman van acon-
seguir produir un condensat d’'un gas enrarit d’atoms de rubidi a una temperatura
extremament baixa, i poc després ho va aconseguir, independentment, Ketterle
amb atoms de sodi. Pero el Premi també esmenta els «primers estudis fonamentals
de les propietats d’aquests condensats», com ara els patrons d’interferéncia entre
dos condensats i la constatacié que els condensats guarden una relacié amb els
atoms que els originen com la de la llum laser amb els fotons d’una lot ordinaria.
Per a més informacio, vegeu l'article «Bose-Einstein condensation in alkali gases»
del premi Nobel de Fisica de 2001 o la Conferéncia Nobel de Ketterle.' El video
«The story of Bose-Einstein condensates»'” (una conferéncia de Ketterle al Mas-
sachusetts Institute of Technology [MIT]) és també molt instructiu.

— 2022: Alain Aspect, John Clauser i Anton Zeilinger, «pels experiments amb
fotons entrellagats, que van establir la violaci6 de les desigualtats de Bell, i per ser
pioners en la ciéncia de la informaci6 quantica». Esmento aquest Premi per con-
firmar l'existéncia de I'entrellagament quantic i les seves aplicacions, tot i que
Einstein es va esforgar, en el seu temps, a trobar arguments per «provar» que no
podia existir. Condensats en el famos article publicat el 1935 en collaboracié amb
B. Podolsky i N. Rosen amb el titol «Can quantum mechanical-description of
physical reality be considered complete?» (generalment, conegut com a EPR), ha
tingut un efecte catalitzador de les épiques recerques de molts investigadors, es-
pecialment John Bell i Richard Feynman, que van culminar en el Nobel de 2022.
El paper de Bell és crucial, ja que va ser el primer a demostrar (1966) que «cap
teoria fisica amb variables ocultes locals no pot reproduir totes les prediccions de
la mecanica quantica», pero la comprovacié experimental, iniciada el 1972 per
Clauser (un dels guardonats) i Stuart Freedman, ha resultat ser una epopeia cien-
tifica d’'una gran complexitat teorica i experimental. Un Nobel molt merescut.

En una entrevista a Alain Aspect18 en ocasio de ser guardonat amb el Nobel,
la darrera pregunta va ser: «Que en penses de la gent que diu que vas demostrar
que Einstein estava equivocat?». I Aspect va respondre:

Aix0 es diu sovint del meu experiment, perd em sembla que no és gens
just. Einstein va plantejar un problema i la seva visié del mon el va dur a con-
cloure que la mecanica quantica era incompleta. Niels Bohr discrepava d’aques-
ta conclusio. Els experiments que hem estat realitzant per comprovar si la de-
sigualtat de Bell se satisfa (0 no) mostren que la mecanica quantica no es pot
completar en les direccions en que Einstein possiblement estigués pensant. Des

15.  https://www.nobelprize.org/uploads/2018/06/advanced-physicsprize2001-1.pdyf.
16.  https://www.nobelprize.org/uploads/2018/06/ketterle-lecture.pdf.

17.  https://www.youtube.com/watch?v=NoO7XKVmZCS8.

18.  https://www.youtube.com/watch?v=RRUCcCQSQ6E&t=859s.
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d’aquest punt de vista és cert que no tenia tota la rad. Pero ell no coneixia els
nostres experiments i a la seva época podia pensar que la seva interpretacio era
compatible amb la fisica estandard, de manera que no sabem qué n’hauria dit.
A més, I'entrellacament quantic és una propietat molt important que ell va sa-
ber detectar i ensems afirmar com n’era, de sorprenent. Aixi que a la pregunta
responc que el que he mostrat és que Einstein era genial. I si hagués conegut el
que tenim avui, ningu sap que hauria dit.

A proposit d’aquesta resposta, té molt interes llegir 'article «Einstein’s
mistakes»,"” de Steven Weinberg, publicat el 2005, en ocasi¢ de ’Any Mundial de
la Fisica, a Physics Today de I’ American Institute of Physics (AIP).

8. LLEGATS MATEMATICS

Enlarticle de Michael Atiyah, «Einstein and geometry» (Current Science, vol. 89,
p. 2041-2044), trobem I'apreciaci6 segtient:

Einstein va iniciar i va destacar el paper de la geometria en la fisica fona-
mental. Cinquanta anys després de la seva mort, els vincles entre la geometria
i la fisica s’han estés significativament amb beneficis per a ambdues parts.
A diferencia de Newton, Einstein no era un matematic. Va utilitzar les mate-
matiques d’'una manera essencial, pero no les va crear i va confiar en els seus
collegues per a I'ajuda técnica. Es encara més notable que les seves idees hagin
provocat grans avengos en geometria, fins i tot en parts del tema aparentment
allunyades de la fisica.

Un exemple que ha resultat matematicament molt fertil és el de les varietats
d’Einstein [32]. Aquests objectes es defineixen com a varietats (M, g) en les quals
la meétrica g satisfa 'equacié d’Einstein amb tensor d’energia-impulsié nul, T = 0.
Es, per tant, una condicié purament geométrica i que, per aixo, té sentit postular-la
per a qualsevol dimensié n de M i qualsevol métrica g:

Ric(g) —5Rg + 19 = 0. ()

Prenent traces, ens queda R — 11R +An=0,ésadir,R = Z—n/l (si n#2),1iés
immediat veure que I'equacio (*) equ1val a Ric(g) =1 g, on )L = =2 I viceversa,
n—

I'equaci6 Ric(g) = g implica (x) posantR =AniA = - 2, Per tant les varietats
d’Einstein queden definides per 'equacio

Ric(g) = 1g,

19.  https://pubs.aip.org/physicstoday/article-pdf/58/11/31/11198769/31_1_online.pdyf.
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on A és una constant. La taula segiient conté alguns exemples:

Varietat A
Espai euclidia E, 0
Lesfera S™ n—1
L’espai hiperbolic Hy, —-(n—-1)
L’espai projectiu complex P¢* n+1
Varietats de Calabi-Yau 0

Un altre llegat és la qiiestié de quina topologia té 'Univers, la qual suscita de
manera natural especulacions molt populars, especialment en textos de ciéncia-
ficcid, com ara els viatges en el temps, I'existencia de tubs que connectin parts
allunyades de I'Univers (forats de cuc), el desti de I'Univers com un tot, quina és
la natura del big-bang i tantes d’altres. Una indagacid interessant (vegeu [33])
apunta que la topologia de 'Univers pot ser una esfera de Poincaré, que es pot
definir com el quocient del grup SO(3) de rotacions de I'espai euclidia E3 modul
el subgrup de rotacions que deixen invariant un dodecaedre regular (aquest subgrup
té ordre 120, i de fet és isomorf al grup alternat As de permutacions parelles de
cinc elements). Potser Salvador Dali també ho va intuir quan va concebre el qua-
dre Lultim sopar (1955).



EINSTEIN I LES MATEMATIQUES 67

ANNEXOS

Annex 1. Algunes consideracions sobre 'origen de la RG

Des de 1905 fins a 1916, [Einstein] treballa assiduament per incorporar
la gravitacid a la relativitat, resultant-ne la teoria de la relativitat general (de
natura essencialment geomeétrica, atés que «la gravetat és la curvatura de I'es-
pai-temps»), la qual no només és considerada una obra cabdal de la fisica ma-
tematica, sin6 que fins avui ha superat satisfactoriament totes les proves expe-
rimentals a qué se 'ha sotmeés. El camp d’aplicacié fonamental de la relativitat
general és la cosmologia. Havent predit el mateix Einstein I'existéncia d’ones
gravitatories el 1916, la relativitat general és des d’aleshores el fonament de les
recerques cosmologiques, des dels forats negres (una altra de les prediccions de
la teoria) fins a la mateixa estructura de espai-temps.

«Prefaci», Curs Einstein (2004-2005) [26].

Es molt rellevant I'observacié de Galileu interpretant el seu experiment a la
torre inclinada de Pisa: «El moviment d’una particula en un camp gravitatori
queda determinat per la posicid i la velocitat inicials». En particular, és independent
de la massa de la particula. Tanmateix, cal adonar-se que en la practica és dificil
observar que la poma i la ploma de Newton cauen des d’una determinada altura
de la mateixa manera, ja que a més de la gravetat hi ha la resistencia de laire i és
clar que la ploma cau més lentament. L’observacié queda confirmada si es fa en
el buit, com ara el que hi ha a la superficie de la Lluna, que els astronautes de
I'Apollo 15 van aprofitar per fer 'experiment.”

Una altra consideracid és que les masses gravitatoria, mg, i inercial, m;, sén
iguals (convenint que mesurem I'acceleracié produida per la gravetat amb les
mateixes unitats amb qué mesurem les acceleracions, com, per exemple, ms 2 en
el sistema internacional (SI)). En efecte, la for¢a gravitatoria F sobre una particu-
la ve donada per la relacié F = mgg, on g és 'acceleracié que produeix la gravetat
sobre la particula, de manera que mg expressa el grau de sollicitacio de la particu-
la pels camps gravitatoris. Pero per la segona llei de Newton també tenim F = m, g,
on my expressa la resistencia de la particula a ser accelerada (en general, F = m;a
per a tota acceleraci6 a), d’on es desprén que mg = m;.*!

20.  https://www.youtube.com/watch?v=KDp1tiUsZwS8.

21. De fet, hi ha dues nocions de massa gravitatoria, 'activa m,, que crea el,camp gravitatori

mgmy, .
3 r. Intercanviant

m{lmp _
3 (_T) -

_ Mg, . . ro_ ’ . oo oy —
g=-G = ila passivam, = mg, que respon al camp gravitatori: m,g = —G

el paper de les dues particules, la forca que la segona exerceix sobre la primera és —¢

r
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Amb experiments del tipus Eotvos fets durant la decada de 1880, i repetits
posteriorment per Dicke (1964) i Braginski (1972), s’ha comprovat que mg = m;
amb una precisi de 1072, Amb Brax (2022)* la precisié ha arribat a 107" i s’es-
pera arribar aviat a 10""”. Adonem-nos que la igualtat és implicita en la teoria de
Newton de les orbites planetaries. També s’ha comprovat, via la relacié E = m/c?,
en els acceleradors de particules.

Com «endevina» el camp gravitatori amb quanta forga ha d’estirar dos objec-
tes diferents per tal que tinguin la mateixa acceleracié? Aixo no passa amb la
carrega eléctrica, tot i 'analogia entre la llei de la gravitacié de Newton i la llei de
Coulomb de les forces eléctriques, ja que la forga eléctrica depeén de la carrega
eléctrica i 'acceleracid depén de la seva massa, la qual és independent de la carre-
ga. Aixo suggereix una profunda relacié entre gravitacié i acceleracié. Aquesta
relaci6 es pot formular amb 'anomenat principi d’equivaléncia feble: per a un
observador accelerat respecte d’un sistema inercial, les forces degudes a I'accele-
racié son indistingibles de les forces d’'un camp gravitatori.

Com a illustracions tangibles d’aquest principi, podem esmentar que un as-
censor en caiguda lliure (com una nau espacial en orbita al voltant de la Terra) és
indistingible d’'un camp gravitatori nul (com el que experimenten els astronautes
orbitant la Terra). I a la inversa, un observador situat en un ascensor accelerat
verticalment (com una nau espacial propulsada per un coet) experimenta el mateix
que si es trobés en un camp gravitatori.

Aix0 té conseqiiencies qualitatives sorprenents, tal com veurem tot seguit: la
curvatura dels raigs de llum en un camp gravitatori i I'alentiment dels rellotges
situats en el si d'un camp gravitatori.

A la figura 84, un raig de llum «horitzontal» emés en una cabina accelerada
«verticalment» (representada en linia discontinua), tal com el veu una cabina no
accelerada (linia continua). A la figura 8b, el mateix raig de llum tal com el veu la
cabina accelerada. Els calculs mostren que la curvatura d’un raig de llum d’una
estrella que passa tangencialment a la superficie del Sol equival a un desplagcament
d’1,75" d’arc de la seva posicié ordinaria (aquests desplagaments s’han observat
repetidament en eclipsis solars, el 1919 per primera vegada).

Els rellotges es retarden en un camp gravitatori. En efecte, suposem que un
fotd de freqiiencia vy és emes des d’'un punt en la direccié d’'un camp gravitatori
d’intensitat constant g. Quina és la freqiiencia d’aquest fot6é quan ha davallat una

mhm
= +G—52 1. Pero per la tercera llei de Newton, la primera forga ha de ser igual a la segona canviada
T
de signe, d’on resulta que mgm;, = mgmy, és a dir, mg/m, = my,/m,, = mg/mg. I aquesta igualtat
permet veure que si prenem les unitats de manera que 1, = 1, llavors tenim m;, = mg per a tota
massa Mg = M. En resum, podem suposar que els tres conceptes de massa coincideixen.
22.  https://physics.aps.org/articles/v15/94.
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—1igt?

a) b)

Ficura 8. El principi d’equivalencia feble prediu la curvatura dels raigs de llum en un
camp gravitatori.

Font: Elaboracié propia.

distancia h? Per respondre a la qiiestid, podem canviar, pel principi d’equivaléncia,
el camp gravitatori per una cabina d’altura h sotmesa a una acceleraci6 vertical g.
Quina sera la freqiiencia d’un foto de freqiiéncia vo emes des del sostre de la cabi-
na quan arriba al terra?

El fot6 arriba al terra en el temps t = h/c. En aquest instant, la velocitat res-
pecte d’un observador estacionari ésv = gt = gh/c. Per 'efecte Doppler relativis-

ta, la freqiiéncia v del fotd sera, atés que /% ~1+p

gh A¢
V1 zv0(1+[>’)=v0<1+c—2>=v0(1+ cz)’
on A¢ = gh és la diferéncia del potencial gravitatori entre el sostre i el terra de la
cabina. Si posem ty = 1/vq,t; = 1/vy, llavorsty = t; (1 + Ac—f) ot =ty (1 - Ac—f)
Per exemple, si un fot6 de freqiiéncia v, és emes a la superficie d’'una estrella
de massa miradir, la freqiiéncia vy en queé és rebut lluny de I'estrella sera

Vo = Vy/ (1 + Ac—f) =~ vy(1 - Gm/rc?),
ja que Ap =0 — (— f—:;) = Gm/rc® Hi ha un desplagament cap al roig de la fre-
qiiéncia rebuda, comprovada experimentalment en multitud de circumstancies.
Per a altres confirmacions enginyoses, vegeu «The weight of light»” i també I'ar-
ticle citat a la nota 8.

23.  https://physics.aps.org/story/v16/st1.
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I una remarca final. La teoria relativista de la gravetat ha de ser necessariament
no lineal, a causa de la relacié E = m/c? En efecte, a 'energia d’un camp gravita-
tori correspon una massa, la qual, al seu torn, crea camp gravitatori. En aixo, la
gravitacio és totalment diferent del camp eleéctric, ja que a I'energia d’aquest no hi
correspon cap carrega electrica. Adonem-nos d’una altra diferencia: la gravitacio
afecta totes les particules, mentre que I'electromagnetisme només afecta les particu-
les carregades.

Annex 2. Notes sobre curvatura

Sigui C (figura 9) una corba plana. La derivada T’ del vector tangent unitari T
respecte de s (el parametre arc de C) en un punt P és perpendicular a T (deriveu
larelacio T - T = 1) i, per tant, T és proporcional al vector normal unitari N a C en
el punt P: T = kN. El coeficient k és la curvatura de C en el punt P;r = 1/k, el radi
de curvatura de C en el punt P, i la circumferencia de centre 0 = P + rNiradir,
el cercle osculador de C en el punt P.

Considerem ara un punt P d’una superficie S (figura 10). Sigui k la curvatura
de la seccié de S per un pla m que passa per P i conté el vector N perpendicular a
S en el punt P. Les curvatures principals de S en el punt P, k4 i k5, sén el minim i
el maxim de k en fer girar 7 al voltant del vector N, i és un fet que els plans corres-
ponents 74 i 7, son perpendiculars. La curvatura de Gauss de S en el punt P es
defineix com el producte K = K k,. Aquesta definicié és extrinseca, en el sentit que
depén de la manera com S esta immersa a I'espai euclidia E3, pero, tal com ja hem
esmentat, resulta ser un concepte intrinsec (teorema egregi de Gauss), en el sentit

FIGURA 9. Curvaturak i radi de curvatura = 1/k d’una corba plana C en un punt P.

FonT: Elaboraci6 propia.
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F1Gura 10. Definicié de la curvatura de Gauss K = k;k, en un punt P d’una superficie S
com el producte de les curvatures principals x; ik, de S en el punt P.

FonT: Elaboraci6 propia.

que només depén de la metrica g de la superficie, la forma quadratica de la qual
té la forma ds? = g11dx? + 2912dx;dx; + go2dx5 en coordenades paramétriques
X1, X2.

Els exemples segiients s’obtenen per calcul i es poden trobar en els llibres que
tracten de geometria diferencial de superficies, com ara [23] o, en un context més
general, en el magnific text [34], especialment els capitols 2 (sobre corbes) i 3
(sobre superficies).

— La curvatura de la superficie representada explicitament per la relacio6

z = f(x,y) ve donada per la formula K = (firfyy — 5)/(1 + fi2 + 2 )
— La curvatura de la superficie donada per I'equacié implicita F(x,y,z) = 0,

|H(F) VFT|
perlaformula K = — — wF > Oon VF = (F, F), F,) (gradient de F), i
Fex ny Fyey
HF)=|Fy FEy By (el hessia de F).
Fyey Fyz Fyy

— En general, I'expressio de K per a una superficie definida per coordenades
parametriques xy, x; ve donada (posant d; = 8/ d,,, i = 1,2), per la férmula ([23],
p. 48):

4gugn — gh)*K = g11(dhgr1dgn — 2018110080 + (01€2)?)
+ g12( 0181102822 — 3281101822 — 20281100812 + 40181202812 — 20181201822)

+ 822(0181101820 — 20181102812 + (92811)%)
—2(gugn — g5)(FBg1 — 201hg12 + Bl gn).
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AGRATMENTS

Em plau reconeixer i agrair a 'enginyer Miquel Perals i Descamps les entusiastes
explicacions sobre Einstein i la relativitat quan jo estava a sis¢ de batxillerat i ell
acabant la carrera. Sense aquelles converses, molts dels gaudis que m’ha aportat
estudi d’aquests temes al llarg dels anys potser no haurien existit. També em plau
reconeixer el positiu influx de la labor de difusi6 cientifica de Jaume Puigbo, par-
ticularment a través de les seves Newsletters i Pindoles cientifiques [35], d’'un remar-
cable abast multidisciplinari: «Una panoramica sobre els darrers descobriments
cientifics i una reflexi6 sobre I'economia, 'empresa i la tecnologia actuals». Gracies
també a Antoni Roca, per I'organitzacié de I'exposicié «Einstein i 'actualitat de les
seves contribucions», per la invitacié a participar-hi amb la conferencia del 3 de
febrer de 2023 i per I'oportunitat de contribuir en aquest llibre amb aquest capitol.
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La relativitat a abast de tothom:
valor actual de les idees d’Einstein sobre la historia,
Pensenyament i la comunicacio de la fisica'

Xavier ROQUE
Institut d’Historia de la Ciéncia i Departament de Filosofia
Universitat Autonoma de Barcelona

El 1917 Albert Einstein, que tenia trenta-vuit anys i no era encara un cientific
mundialment famds, publica un llibre extraordinari, ple d’idees lluminoses sobre
el temps, Uespai i 'Univers. La relativitat a labast de tothom era la primera expo-
sicié general i accessible de la relativitat (Einstein, 2018). Pocs mesos abans, tot
just completada la teoria, havia explicat al seu amic Michele Besso que tenia la
intencié d’escriure’l, «perque si no ho faig no entendran [la teoria], tan senzilla
com és en el fons» (carta d’Einstein a Michele Besso, 3 de gener de 1916, Schulmann
et al., 1996, p. 234). Einstein no ironitzava. La relativitat es basa en raonaments
sensibles, lligats a la percepcié del pes i el moviment. Podem percebre el moviment
uniforme? Com experimenta el pes una persona que cau lliurement? Reflexionar
sobre aquestes qiiestions en aparenc¢a simples fou el primer pas per capgirar les
idees prevalents sobre la llum i la gravetat.

A Einstein no li resulta facil escriure el llibre, pero va fer-ho de seguida. A
I’hora d’explicar per queé s’ho va prendre tan seriosament hem de tenir en compte,
primer, que Einstein va créixer en el si d'una cultura centreeuropea de parla ale-
manya que valorava la formaci6 integral de I'individu (Bildung) i no fomentava la
diferenciacié entre ciéncia i humanitats. L’exposicio de les seves idees a un public
educat era, per a ell, un deure intellectual i social, i no era el primer cop que ho
feia. Gracies a I'edici6 en curs dels treballs i la correspondencia d’Einstein per
Princeton University Press (disset volums que cobreixen els escrits, la correspon-
dénciaila documentacio relativa a Albert Einstein des de 1879, accessibles en linia
a The collected papers of Albert Einstein) comprovem que ja havia escrit sobre la

1. Text basat en Xavier ROQUE, «Cent anys de relativitat», a EINSTEIN (2018), p. 9-24. Les tra-
duccions de les citacions que hi ha al llarg del text son propies.
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relativitat en revistes cientifiques generalistes, en un diari i en 'enciclopedia Die
Kultur der Gegenwart («La cultura del present») (Einstein 1910, 1911, 1914a
i 1915). I encara atendria moltes més peticions d’aquest tipus a partir de la seva
consagracio mediatica el 1919 i la concessi6 del Premi Nobel de Fisica de 1921.

Aquests textos responien a una concepcié amplia de 'educacié cientifica,
expressada amb claredat en una conferéncia de 1936:

L’escola hauria de tenir sempre com a objectiu que el jove en surti amb una
personalitat harmoniosa, i no com un especialista. Crec que, en un cert sentit,
aixo és aplicable fins i tot a les escoles tecniques, els alumnes de les quals es
dedicaran a una professié molt definida. El desenvolupament del pensament i
el judici independents hauria d’ésser sempre I'objectiu principal, no pas I'ad-
quisicié de coneixements especialitzats. Si una persona domina els fonaments
del seu ambit d’estudi i ha apres a pensar i treballar independentment, segur
que trobara el seu cami; a més, sera més capag d’adaptar-se al progrés i els can-
vis que no pas la persona que s’ha limitat a adquirir coneixement detallat.
(Einstein, 1936, p. 592)

En segon lloc, a les motivacions d’Einstein per difondre la relativitat hem
d’afegir el seu estil de raonament, consistent a reexaminar les qiiestions més com-
plexes com si fos la primera vegada que ho fes, qiiestionar sense excepcions els
fonaments aparentment més solids i revisar de manera meticulosa els procediments
de construccié dels conceptes de la fisica. Tot aixo li permetia unificar textos de
caracter molt divers.

La relativitat a 'abast de tothom no és cap excepcio. El llibre conté un relat
personal i immediat sobre el procés de creacio cientifica, en que les idees apareixen
«en l'ordre i el context en qué foren concebudes» (Einstein, 2018, p. 25). Einstein
admirava els autors capagos de permetre al lector «experimentar el plaer de la
recerca i del descobriment, el curs viu del pensament, comprendre amb claredat
les circumstancies que determinaren la tria d’'un cami abans que cap altre» (Ein-
stein, 1914b, p. 135), i en un text gairebé simultani amb la publicacié del llibre
insistiria a dur el lector «pel cami indirecte i aspre que jo mateix he recorregut,
perque és la meva tinica esperanca que el resultat final pugui interessar-li» (Einstein,
1917, p. 144). La presentaci6 de la relativitat, doncs, enllaca de manera fluida amb
la creacio de la teoria, tant pel que fa a la seqiiencia temporal com a 'ordre con-
ceptual del raonament. Les idees d’Einstein sorgeixen i s’expressen en forma
d’intuicions felices que afloren tant en els seus treballs cientifics com en els seus
textos de divulgacio. La relativitat a labast de tothom convida el lector pacient a
seguir I'autor en un cami de descobriment i emoci6 intellectual. La historia, 'en-
senyament i la comunicaci6 no es distingeixen nitidament del procés de creacid
cientifica: en formen part i se sostenen mutuament.
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Abans de discutir el valor actual d’aquesta aproximacio, voldria ilustrar-la
amb dos exemples, un de cada part del llibre.

La primera part, dedicada a la relativitat especial, tracta sobre els efectes del
moviment uniforme sobre les lleis de la fisica. Podem percebre el moviment? Al
segle xv11 Galileu argumenta que no és possible distingir entre el repos i el moviment
rectilini a velocitat constant. Pero la recerca i 'explotacid de la llum, lelectricitat i
el magnetisme, en la segona meitat del segle x1x, qiiestionaren aquest primer prin-
cipi de relativitat. Potser la llum, que es propaga per 'espai a una velocitat enorme
pero finita, permetria finalment distingir entre el repos i el moviment uniforme?

Alhora que els fisics mesuraven amb més i més precisio aquesta velocitat fan-
tastica, una teranyina de cables telegrafics terrestres i submarins encerclava el
planeta, més de 350.000 quilometres de cable fins a 1900, I'any que Einstein acaba
els estudis de fisica i matematiques a Zuric. El telégraf aniquila el temps i I'espai,
i possibilita la sincronitzaci6 horaria mundial i la divisi6 del planeta en fusos ho-
raris. L’establiment del temps universal i 'estudi de la llum planteja nous reptes
cientifics, tecnologics i epistemologics, que el jove Einstein conegué a través de
novelles com ara La maquina del temps (1895), de Herbert G. Wells, o Die Gestirne
und die Weltgeschichte. Gedanken iiber Raum, Zeit und Ewigkeit («Les estrelles i
la historia del mon. Idees sobre I'espai, el temps i 'eternitat»), del jurista i astronom
amateur Felix Eberty (1812-1884), publicada de manera anonima el 1846 i reedi-
tada el 1923 amb una introduccié d’Einstein (Eberty, 1846). Eberty imagina un
viatger capa¢ de moure’s per I'espai a velocitats supraluminiques i encalgar i ul-
trapassar les imatges del passat:

Imaginem un observador dotat d’'un poder de visi6 infinit que es mira la
Terra de tan lluny que en aquest instant contempla els temps d’Abraham. Ima-
ginem, també, que aquest observador fos capag de viatjar en direcci6 a la Terra
amb una velocitat tal que, en un temps breu, com ara una hora, s’hi apropés
fins a una distancia de 8 minuts llum. Si imaginem tot aixo, deixant de banda
que sigui possible o real, és inevitable concloure que en una hora aquest obser-
vador veuria desfilar davant els seus ulls tota la historia del mén, des dels temps
d’Abraham fins al moment actual, ja que, en iniciar el viatge, veia la Terra com
era fa 4.000 anys, [...] passada mitja hora, com era fa 2.000 anys, passats tres
quarts d’hora, com era fa 1.000 anys, i passada una hora, la contempla tal com
és ara. (Eberty, 1846, p. 23)

Lallum i el moviment constituirien una moviola de la mida de 'Univers. Molt
abans que I'abordés des de la fisica, doncs, la tecnologia i la literatura familiaritzen
Einstein amb el problema de la llum, Iespai i el temps.

I també recorre a la filosofia. Tal com altres fisics filosofs de la seva generacio,
com ara Niels Bohr o Erwin Schrédinger, Einstein no distingeix entre fisica i filo-
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sofia a 'hora d’analitzar la percepcié del mon fisic o la naturalesa de la realitat.
Amb els seus amics Conrad Habicht i Maurice Solovine crea un club de lectures
filosofiques, I’Akademie Olympia. La lectura de The grammar of science («La gra-
matica de la ciéncia») de Karl Pearson els ensenya que «no podem afirmar I'exis-
téncia real del temps, com tampoc la de 'espai; no son a les coses siné al nostre
mode de percebre-les» (Pearson, 1911, p. 211). D’Ernst Mach aprenen que «ningt
no pot afirmar res sobre el temps i 'espai absoluts, perque son mers objectes men-
tals, que no podem reconeixer en I'experiéncia» (Mach, 1897, p. 223). Aquests
cientifics i filosofs i d’altres, particularment David Hume, amb el Tractat sobre la
naturalesa humana, el qual llegi «<amb zel i admiracié», centren I'atencié d’Einstein
en la formacié dels conceptes i la funcid dels principis formals en ciéncia. Tal com
ell mateix reconeix el 1915: «Es molt probable que sense aquests estudis filosofics
mai no hagués trobat la solucié» (carta d’Einstein a Moritz Schlick, 14 de desem-
bre de 1915, Schulmann, 1996, p. xx1v). El cami vers la relativitat, doncs, és apte
per a aquells que no dominen la fisica, perqué la teoria no brolla només de la fisi-
ca, sind també de la filosofia, la literatura i la tecnologia.

A la segona part del llibre, Einstein resol el problema de la gravitacié a partir
d’una intuicié felig, la millor idea de la seva vida: «per a un observador que cau
lliurement, el camp gravitatori no existeix» (Schulmann, 1996, p. 265). Aixi, com
que no podem distingir fisicament entre repos i moviment uniforme, no podem
distingir entre la caiguda lliure i 'abséncia de gravetat, o entre gravetat i accelera-
ci6 uniforme. A La relativitat a I'abast de tothom, Einstein exposa aquesta idea
amb un experiment mental basat en la seva intuici6 inicial:

Imaginem un fragment a I'espai buit, lluny dels estels i de qualsevol altra
massa de consideracio6 [...]. Imaginem-hi una caixa en forma d’habitacio, on es
troba un observador proveit d’aparells. Es clar que, per a ell, la gravetat no
existeix [...]. Suposem que al sostre exterior de la caixa s’ha fixat un ganxo amb
una corda, i que un ésser indeterminat en tiba amb una forc¢a constant. Caixa i
observador s’enlairen conjuntament amb un moviment uniformement accele-
rat cap amunt i acaben assolint una velocitat fantastica, si ens ho mirem des de
fora. Com jutja I'esdeveniment la persona dins la caixa? El terra li transmet per
reaccio I'acceleracio de la caixa, i per restar dret ha de resistir aquesta pressid
amb les cames. L’observador, doncs, s’esta dret a la caixa igual que una altra
persona s’estaria dreta en una habitaci6 a la Terra. Si deixa anar un objecte,
'acceleracié de la caixa no s’hi transmetra i caura amb un moviment relatiu
accelerat [...]. Basant-se en els seus coneixements del camp gravitatori, ['ob-
servador concloura que tant ell com la caixa es troben immersos en un camp
gravitatori constant en el temps. Primer se sorprendra que la caixa no caigui,
perd quan descobreixi el ganxo i la corda tibant, concloura logicament que la
caixa esta suspesa en el camp gravitatori. (Einstein, 2018, p. 66-67)
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Actualment, aquestes sensacions les experimenten de manera rutinaria els
tripulants de I'’Estacié Espacial Internacional i els cientifics que treballen amb
microgravetat a bord d’avions adaptats, com ara I’Airbus A310 Zero G de Nove-
space, amb seu a Bordeus, disponible també per al turisme gravitatori.

En tot cas, elaborar aquestes idees li costa a Einstein anys de treball i collabo-
raci6 amb altres cientifics, que culminaren a Berlin durant la Primera Guerra
Mundial. El novembre de 1915 presenta a ’Académia Prussiana de les Ciencies
una série de tres articles que contenien les equacions de camp de la gravitacio, i el
marg de 1916, l'article que completava la série i que contenia els fonaments de la
relativitat general. Pocs mesos després enviava a impremta Uber die spezielle und
die allgemeine Relativititstheorie (Gemeinverstindlich) («La relativitat a 'abast de
tothom»).

El salt a la fama no es produiria fins al novembre de 1919, quan s’anunciaren
en roda de premsa a Londres els resultats de 'expedicié astronomica que havia
fotografiat 'eclipsi total de Sol del maig d’aquell any. Einstein esdevingué un mite
internacional. El fet que els astronoms britanics donessin la ra6 a un savi alemany
genera un enorme resso mediatic. En I'estela de la revolucié bolxevic, la revoluci6
relativista va fer d’Einstein una celebritat itinerant que solcava el planeta parlant
de I'espaitemps i la curvatura de la llum a publics expectants, de Toquio a Buenos
Aires, passant per Barcelona fa cent anys (Roca-Rosell, 2023).

La mitificacié d’Einstein dona ales al seu llibre sobre la relativitat. Entre 1917
11923 se’n van fer catorze edicions i fou traduit a nombrosos idiomes, incloent-hi
el castella el 1921. La traducci6 al catala es va haver d’esperar fins a I'any 2000,
editada per I'Institut d’Estudis Catalans (Einstein, 2000). Paradoxalment, un dels
principals arguments promocionals fou la inintelligibilitat: «Un llibre per a dotze
homes savis. Ningti més al mén no pot comprendre’l, digué Einstein quan els seus
agosarats editors decidiren publicar-lo» (The New York Times, 10 de novembre
de 1919). Malauradament, aquest mite ha perdurat i ha contribuit a consolidar la
imatge d’un savi despistat, indiferent a la societat. Avui, pero, rellegim Einstein
sabent que la seva intencid era ben bé una altra: posar unes idees meravelloses a
I’abast de tothom.

Per concloure, voldria discutir de manera breu les llicons que podem treure
d’aquesta historia. Quin valor tenen avui les idees d’Einstein sobre la historia,
I'ensenyament i la comunicaci6 de la fisica?

La primera consideraci6 final evident i important és que el constructe de les
dues cultures no tan sols és obsolet —ja ho era els anys 1950, quan, en paraules de
David Edgerton, sorgeix en forma d’antihistoria, per amagar el pes real dels tec-
nocrates en el govern i la cultura britanics—, siné que impedeix reconeixer de
manera efectiva 'abast i la profunditat de les relacions mutues, constitutives, dels
diferents camps del coneixement (Edgerton, 2005). Més que no pas educar els
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altres en les subtileses del propi ambit de coneixement, doncs, ens caldria atendre
tot allo que podem aprendre d’altres ambits. El cas d’Einstein mostra que, tot
sovint, els elements humanistics i culturals formen part del coneixement cientific
des de la seva creacid, i poden ajudar-nos molt a parlar-ne més enlla del cercle
d’especialistes i d’iniciats. No reconéixer aquestes dimensions dificulta la com-
prensid de la ciéncia i en distorsiona el sentit. En particular, I'atenci6 a la genesi i
el desenvolupament de les idees ens ajudaria a situar millor la ciéncia davant els
reptes actuals.

Aix0 inclou la literatura del passat. Raymond Goldstein, fisic de la Univer-
sitat de Cambridge, sosté que convé no deixar de mirar enrere, no deixar de
llegir la literatura cientifica del passat (Goldstein, 2018). Un dels seus exemples,
el primer de la llista de referéncia a la vella literatura de la seva pagina web, és
'article de Robert Brown de 1827 sobre el que avui anomenem el moviment
brownia.

El 2023 es va celebrar el bicentenari del naixement d’Alfred Russel Wallace,
codescobridor de la teoria de 'evolucié. El 1898, quan Albert Einstein comengava
els seus estudis de fisica, Wallace feu balang del segle x1x, un segle meravellos, ple
d’exits i fracassos:

Alhora que reconeixem les grans oportunitats que la ciencia presenta per
millorar el benestar huma, hem de reconéixer que no hem sabut fer-ne un ds
adequat [...]. Hem gestionat tan malament la nostra economia social que hem
donat a uns pocs un luxe injuriés, mentre que milions de persones pateixen la
manca persistent dels recursos basics per a una existéncia saludable. En lloc de
dedicar les energies dels cientifics a remeiar mals, veiem que els governs de les
nacions més avancades armen el poble fins a les dents i dediquen bona part
de la seva riquesa i dels seus recursos cientifics a preparar la destruccié de la
vida, la propietat i la felicitat. (Wallace, 1898, p. 378)

Les paraules de Wallace ressonen amb les dels autors d’un article recent apa-
regut a la revista Nature:

L’estabilitat i la resiliéncia del sistema Terra esta inextricablement lligada
al benestar huma; pero infravalorem aquesta interdependéncia i conseqiient-
ment els tractem per separat [...]. La nostra proposta integra les ciéncies so-
cials i naturals. [...] Les transformacions necessaries per garantir el benestar
huma han de ser sistemiques [...] i han de fer front als motors economics,
tecnologics, politics... dels canvis al sistema Terra [...]. Aixo requereix un canvi
global en la justicia, 'economia, la tecnologia i la cooperacid, un canvi que posi
tots aquests elements al servei d’un futur segur i just. (Rockstrém et al., 2023,
p- 109)
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Malauradament, res no prepara els nostres estudiants per tenir aquestes con-
verses interdisciplinaries. Universitats com ara Stanford (School of Humanities
and Sciences) o Cornell (College of Arts and Sciences) inclouen facultats d’huma-
nitats i ciéncies. Al nostre pais encara es considera que aquesta unio és impossible.
La creacié recent del nou grau en ciencia, tecnologia i humanitats (Universitat
Autonoma de Barcelona, Universitat Autonoma de Madrid i Universitat Carlos III
de Madrid) és un primer pas en aquesta direccio, un pas que s’adiu amb les con-
sideracions que podem fer avui a partir de la relectura de La relativitat a l'abast de
tothom.
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La influéncia d’Einstein en ’analisi estocastica

Marta SANZ-SOLE
Facultat de Matematiques i Informatica
Universitat de Barcelona

Aquest article és una breu reflexi6 sobre 'impacte de les contribucions d’Albert
Einstein a I'estudi del moviment brownia. En particular, volem illustrar la in-
flueéncia dels seus treballs en el progrés d’algunes arees de les matematiques del
segle xx i la repercussio en linies de recerca centrals del segle xx1. L’escrit es ba-
sa en una conferéncia impartida a la jornada Einstein i Uactualitat de les seves
contribucions, que va tenir lloc a I'Institut d’Estudis Catalans (IEC) el dia 16 de
gener de 2024, adregada a un public amb una formacié cientifica diversa. Al
llarg de 'exposicio, seguirem un estil divulgatiu per tal que el contingut sigui
assequible a lectors no necessariament familiaritzats amb la tematica que es
presenta.

Entre els anys 1905 i 1908, Albert Einstein va publicar cinc articles sobre el
moviment brownia. Una recopilaci6é d’aquests, amb anotacions contextuals i his-
toriques, es recull a [9]. El primer de la série, publicat originariament a [6], conté
les idees fonamentals i, pel que fa al desenvolupament posterior del tema, és el més
rellevant. Einstein passava per un moment d’enorme creativitat. En efecte, el ma-
teix any 1905, es publiquen a la revista Annalen der Physik tres treballs més que
estableixen les bases de les seves extraordinaries contribucions posteriors: I'ex-
plicacié de I'efecte fotoeléctric mitjangant la teoria quantica de la llum, la teoria
matematica de la relativitat especial i la deduccié de la famosa equacié e = mc?a
partir de la teoria de la relativitat.

Enl'extensa produccio cientifica d’Einstein, I'estudi del moviment brownia no
fou un tema prioritari. Tot i aixi, 'impacte immediat dels cinc treballs va ser molt
gran, en part, perque les qualitats comunicatives d’aquest geni de la ciéncia ac-
tuaven com un altaveu de luxe per a qualsevol descobriment. La influéncia poste-
rior s’explica per I'originalitat de les idees que s’hi exposen. Al llarg d’aquest escrit
illustrarem alguns aspectes de la seva propagacié. Ho farem seguint una via de
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connexié entre la teoria dels processos estocastics, la modelitzaci6 aleatoria i la
fisica estadistica.

El cos de larticle el formen les quatre seccions que venen després d’aquesta
introducci6. A la primera, expliquem que és el moviment brownia. A la segona,
introduim models matematics que contenen ingredients d’atzar fent servir el
moviment brownia o nocions relacionades: son les equacions diferencials i les
equacions en derivades parcials estocdstiques. A la tercera seccio, ens centrem en
un exemple d’equacié en derivades parcials estocastica, 'anomenada equacio KPZ
(en referéncia als autors que la van proposar: Mehran Kardar, Giorgio Parisi i Yi-
Cheng Zhang), i expliquem el fenomen fisic que I’ha motivada. Finalment, a
I'tltima seccio, discutim una propietat d’universalitat i un fenomen critic associat
al’equacio. Ambdos conceptes —universalitat i valor critic— formen part del full
de ruta de I'estudi de diversos fenomens fisics a partir de la fisica estadistica.

1. EL MOVIMENT BROWNIA: EL MODEL D’ EINSTEIN

El terme moviment brownia denota el moviment erratic de particules en sus-
pensio6 en un liquid. El nom fa referencia al botanic escoces Robert Brown (1773-
1858), el qual, motivat per la comprensio dels processos de reproduccié de les
plantes, va descriure meticulosament les observacions (i les condicions en que
les feia) del moviment de particules de pollen d’espécies diverses i, fins i tot, de
materies inorganiques, en suspensio en liquids (vegeu [1]). En tots els casos, Brown
va constatar que les trajectories seguien un patro6 similar i eren irregulars, tal com
s’illustra en la figura 1.

Ficura 1. Trajectoria d’'una particula
browniana.

Font: [15].
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El treball de Brown és essencialment descriptiu, amb poques conjectures i ex-
plicacions sobre el caracter aleatori de les trajectories observades. Més endavant,
al llarg del segle x1x, diversos cientifics, principalment dels camps de la fisicaila
quimica, van formular hipotesis i en van fer algunes validacions experimentals,
per exemple: H. V. Regnault (1858), Chr. Weiner (1863), G. Cantoni i E. Oehl
(1865), S. Exner (1867), J. Delsaux (1877) i M. Gouy (1888).

Un dels grans descobriments cientifics de tots els temps ha estat I'estructura
atomica de la materia. A comengaments del segle xx, aquest era un tema candent
que no podia passar de llarg per a la ment curiosa d’Einstein. A la seva autobio-
grafia [7] explica que, amb 'objectiu de trobar evidencies sobre I'existencia d’atoms
de dimensié finita i determinada, va anar a parar al moviment brownia sense,
segons afirma, estar al corrent del treball de Brown; podem deduir que tampoc no
ho estava dels treballs posteriors que Brown va inspirar. En la ment creativa d’Ein-
stein, el desconeixement dels antecedents no va tenir cap conseqiiéncia negativa.
En efecte, Einstein va ser pioner a aportar un model matematic per al moviment
brownia deduit a partir de la teoria cineticomolecular de la termodinamica, segons
la qual les trajectories de les molecules (particules) responen als xocs entre elles i
a les seves interaccions amb les molécules del medi. El model sorgeix de les hipo-
tesis segiients:

1. Els moviments de les diferents particules son independents.

2. Elsdesplagaments d’una particula en diferents intervals de temps son també
independents.

3. Lavariaci6 de la posicio és aleatoria, depén de la particula, i pot ser posi-
tiva o negativa.

4. Laproporci6 de particules que, en un interval de temps petit, experimen-
ten una petita variacid (dx) pel que fa a la posicid (ngy) és (ngy) /n = f(x) dx,onn
és el nombre total de particules i f és una densitat de probabilitat simetrica.

Aquestes condicions introdueixen Iatzar en el fenomen d’evolucié del movi-
ment de les particules i, per tant, es poden formalitzar utilitzant la teoria de la
probabilitat. Aixi, la paraula independeéncia en les hipotesis 1 i 2 s’interpreta avui
mitjangant la nocid independéncia probabilista. En la hipotesi 4 s’identifica la
freqiiencia relativa d’'un esdeveniment amb la seva probabilitat. La llei dels grans
nombres de les probabilitats és un resultat basic de regularitat estadistica que
permet justificar 'aproximacié de les dues quantitats, (ngx) /n i f(x) dx, i, també,
fer una estimacid de I'error comeés en I'aproximacid. Per tant, la condici6 4 pot
entendre’s com un abus o una simplificacié de 'aproximacio.

Denotem amb u(t, x) el nombre de particules per unitat de volum (densitat)
en x a l'instant t. A partir de les hipotesis anteriors, Einstein demostra que les
variacions en temps i en espai de u(t, x) estan relacionades per 'equacié de difusi6
de la calor:
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ou(t,x) D 9%u(t, x)
a  oxz

on D és el coeficient de difusid, una constant especifica del solvent (vegeu, per
exemple, [9, p. 14-15]). Fixant el valor x = 0 quant = 0, ila condicio [ u(t,x) dx = n,
resulta que

2

n _X
u(t, x) =me Dt (1)

és (llevat d’'una constant multiplicativa) la densitat de probabilitat normal (o gaus-
siana) N(0,v2Dt). Notem també que, de (1), se’n dedueix que el desplagament de
la particula en t és de I'ordre de Vt i que aquesta férmula exhibeix el fenomen
de difusié (quant - o, u(t,x) - 0).

Una conseqiiencia molt important del model d’Einstein del moviment brow-
nia, i el resultat que tanca l'article [6], és la determinacié del nombre d’Avogadro.
D’aquesta manera, Einstein va contribuir a donar credibilitat a la teoria atomica
de la materia, que fou, recordem-ho, el que el va motivar a estudiar el moviment
brownia.

Observem que el model d’Einstein del moviment brownia dona, en cada
instant ¢, la distribucio estadistica de particules a I'espai, en contraposicié a una
descripcio de les trajectories de les particules, com havia fet Brown amb les seves
observacions. Es podria pensar que Einstein es va inspirar en la fisica estadistica
per introduir 'atzar en el seu model del moviment brownia. Sorpren, pero, una
vegada més, 'afirmacié que apareix a la seva autobiografia [7] sobre el desco-
neixement dels treballs de Josiah Willard Gibbs i Ludwig Boltzmann en aquest
camp.

2. MOVIMENT BROWNIA I MODELITZACIO ALEATORIA

Quan Einstein publica la teoria del moviment brownia, el pensament inde-
terminista comengcava a fer-se un lloc en el coneixement cientific. A les mate-
matiques, aquest canvi de paradigma coincidi amb 'etapa inicial de la creacio6
de la teoria dels processos aleatoris o estocastics, motivada, en gran part, per la
modelitzacié de dinamiques amb un grau considerable d’incertesa. Per exemple,
els processos de Markov van estar associats des del comengament a la descripcio
d’evolucions de poblacions, en qué la incertesa prové del coneixement insuficient
dels multiples factors que les afecten, i el moviment brownia fou utilitzat per
Louis Bachelier per a calcular les fluctuacions del preu de les accions a la Borsa
de Paris.
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Recordem que, en un marc elemental, un procés estocastic es defineix com
una funcio

Ry X Q3 (t,w) » X(t,w) € R,

ont representa el temps i w el parametre de I'atzar que pertany a 'espai mostral Q.
La familia (X(t,)) descriu I'evoluci6 al llarg del temps associada a una mos-
tra aleatoria del fenomen que estudiem (obtinguda en fixar w). Es pot substituir
R, per N o Z si es consideren evolucions en instants discrets, per exemple,
t=0,1, ... En fixar , la funci6 t » X(t, ) és la trajectoria del procés correspo-
nent a I'observaci6 w i, en variar w € Q, obtenim el conjunt de les trajectories del
procés.

Sovint no s’escriu la variable w (se sobreentén que hi és) i es fan servir indis-
tintament les notacions X(t) o X;.

Fixant propietats probabilistes de la familia (X(t, w)) s’obtenen classes o tipus
concrets de processos estocastics. Per exemple, els processos de Markov son aquells
pels quals, fixat un temps t, 'evolucid del procés en el futur, (X (¢, ), t € [to, ©)),
ienel passat, (X(t, w),t € [0,t,]), son condicionalment independents donat X (to, w)
(el present).

Tornant al context trajectorial de les particules brownianes, es defineix el pro-
cés (estocastic) del moviment brownia en R com la familia (B(t, w), (t, w) € Ry X Q)
que compleix les condicions segiients:

1) Trajectories continues. Per a tot w-q. s. (fora d’'un esdeveniment de pro-
babilitat zero), les trajectories t = B(t, w) son continues.

2) Increments independents. Per a qualsevol 0 < t; < tp,... < ty—1 < tp,
les variables aleatories B (t;) — B(ty), ..., B(t) — B(t,—1) son independents.

3) Peratott € Ry, la variable aleatoria B (t) té llei N(0, t).

Aquesta definicio és, evidentment, coherent amb el model d’Einstein.

Alllarg de més d’un segle, I'atzar s’ha consolidat com una noci6 indispensable
per a entendre els fenomens que ocorren al nostre entorn i, en general, al mon.
Aquesta tendencia ha impulsat que en les ciéncies matematiques es creessin models
descrits mitjangant processos estocastics, i s’ha instaurat el raonament estadistic
com a base de prediccions i de I'aprenentatge automatic.

Les equacions diferencials i en derivades parcials expliquen en llenguatge
matematic fenomens familiars, com ara el moviment dels cossos, la difusié de la
calor, la propagacio de la llum, les turbulencies meteorologiques, el creixement de
poblacions, etc. S6n models deterministes. El fonament matematic d’aquestes
equacions és el calcul diferencial i integral d’Isaac Newton i Gottfried W. Leibniz.
Aquests models aporten una bona descripcié macroscopica dels fenomens. Tan-
mateix, no tenen en compte les interaccions caotiques de les particules fisiques a
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escala microscopica, ni les incerteses en el medi en queé es produeixen els fenomens.
Aixi, per exemple, 'equacio classica d’ones pot ser un bon model per a descriure
les variacions de la superficie d'un mar en calma o un llac tranquil, pero és menys
creible que serveixi de bon model del mateix fenomen en casos de meteorologia
extrema.

La confirmaci6 de la teoria atomica de la materia i el desenvolupament de la
mecanica quantica i la fisica estadistica van fer palesa la necessitat d’incorporar el
coneixement del que ocorre en els fenomens a escala microscopica. Les equacions
diferencials i en derivades parcials estocastiques son instruments que van néixer,
en part, amb aquesta finalitat i han esdevingut un pilar fonamental de la modelit-
zacié matematica. En funci6 del context, aquestes equacions es poden interpretar
com a extensions de les equacions diferencials i en derivades parcials ordinaries a
les quals s’afegeixen termes descrits per processos estocastics, o bé es consideren
coeficients que depenen de l'atzar, condicions inicials aleatories, etc. En molts
casos, també es poden interpretar com a transformacions més o menys complexes
del moviment brownia.

Considerem dos exemples tipics, un d’equacid diferencial estocastica i un altre
d’equacio en derivades parcials estocastica:

ds,
E:ﬂ5t+0(5t)ft; t>0, (2)

0 02

Eu(t' x) = Kmu(f' x) + f(u(t x)) + g(u(t, x)§(t, x), (3)

(t,x) € (0,0) X R.

En la primera equaci6 cal fixar el valor inicial (per at = 0) Sy i, en el segon, el
de u(0, x), que poden ser deterministes o aleatoris. Els coeficients o, f i g poden
ser funcions reals o definides en R X (), és a dir, aleatories. Aclarim que la notacio
t & & es refereix a la derivada (en el sentit de les distribucions) de la trajectoria

. o dB(t
del moviment brownia, que s’anomena un soroll blanc. Formalment, % =¢.la

notacio (¢, x) » £(t, x) descriu una generalitzacié del soroll blanc quan, a banda del
parametre temporal, hi ha també un parametre espacial. Sanomena soroll blanc
en espai i temps i és la derivada (en el sentit de les distribucions) d’una funcié que

representa una superficie aleatoria tal que les seccions obtingudes fixant t (respecti-

. N . . 2w,
vament, x) son trajectories de moviments brownians. Formalment, # = &(t, x),
X

per a un determinat procés gaussia (W(t, x), (t,x) € Ry X R), que sanomena man-
ta browniana (figura 2).
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FiGura 2. Simulacio de la manta browniana.
FonT: [19].

Sienlequaci6 (2),0 = 0, obtenim una equacio diferencial ordinaria lineal que
modelitza fenomens amb creixement exponencial. Si en 'equacio (3), g = 0, ob-
tenim una equacid (classica) de la calor no homogenia. D’altra banda, si u = 0
io = 1, lequaci6 (2) diu S¢ = B(t). En aquest sentit, (2) defineix un procés esto-
castic més general que el moviment brownia. Una consideraci6 analoga s’aplica a
I'equaci6 (3), considerant f =0, g = 1, i substituint el moviment brownia pel
procés (W (t, x)).

Quin paper tenen els termes 0(S¢)¢; i g(u(t,x))é(t, x) de les equacions (2)
i (3), respectivament? A les dues equacions, s’ha afegit un terme que representa
una forga aleatoria que modifica qualitativament el model determinista. Com que
efecte de 'equacio és el de barrejar tots els ingredients segons una dinamica espe-
cifica, el resultat, és a dir, la solucié de cadascuna de les equacions, sera un procés
estocastic i no pas una funci6 determinista.

Per a donar sentit a les equacions estocastiques, com ara (2) i (3), ha calgut
crear un nou calcul en substituci6 del de Newton i Leibniz: és el calcul estocastic
d’Ito (de la decada de 1950) i generalitzacions posteriors d’aquest. Acabem aques-
ta seccié amb una breu explicacié sobre la necessitat d’aquest nou calcul.

Les trajectories del moviment brownia, és a dir, el recorregut de particules en
suspensio en un fluid, sén molt irregulars. Per simplificar, ens centrarem en una
unica coordenada de la trajectoria, malgrat que tipicament és tridimensional. Si
bé els camins son funcions continues (del temps), sha demostrat que no sén de-
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rivables en cap punt. Aixo significa que, en cada instant, hi ha un canvi de direccio6
en la trajectoria. No podem representar graficament una corba com aquesta, pero
li podem donar un sentit matematic, per exemple, mitjancant un procés d’apro-
ximacié. Com en el cas determinista, la formulacio rigorosa de les equacions (2)
i (3) fa servir integrals, la qual cosa implica tenir una teoria per a donar sentit a

termes com ara ¢

t
f o(Ss) dB(s) = j o (S9)E; ds,
0 0
t t
J JQ(U(S,X)) dw(s,y) ==J fg(u(s,x))f(s,x) ds dx.
0 R 0 YR

El calcul classic no admet integradors tan irregulars com les funcions (B(t)) i
(W (t,x)); és per aixo que ha calgut inventar-ne d’altres. El lector interessat pot
consultar [12] per a una introducci6 al calcul estocastic respecte del moviment
brownia. En el cas infinit dimensional (calcul estocastic respecte a la manta brow-
niana) es pot consultar, per exemple, [13], [4] o [5].

3. DrquaciO DE KARDAR-PARisI-ZHANG (KPZ)

A la decada de 1980, en I'ambit de la teoria quantica de camps, es van intro-
duir models d’equacions en derivades parcials estocastiques per a descriure dina-
miques de sistemes de particules a escala microscopica. Per exemple, per a camps
euclidians, en la construccié de mesures de probabilitat a partir de dinamiques de
Langevin (G. Parisi i Y.-S. Wu, G. Jona-Lasinio i K. P. Mitter), les equacions ®3
i @4 en la quantificaci6 estocastica i, la que tractarem amb més detall en aquesta
seccid i en la segiient, I'equacié de Kardar-Parisi-Zhang, o equacié KPZ.

La teoria matematica de les equacions en derivades parcials estocastiques es
va comengar a desenvolupar en parallel als models de la fisica que acabem de
mencionar; en part, a remolc d’aquests, perd també com a continuaci6 de l'estudi
de les equacions diferencials estocastiques iniciat per Itd, és a dir, amb motivacio
i objectius exclusivament matematics. Les darreres déecades ha esdevingut un camp
d’activitat molt intensa. Una de les branques de recerca que genera molta activitat
és la que té com a objectiu analitzar fenomens critics i de propietats d’ universalitat
en relacié amb aquestes equacions.

En fisica, el terme fenomen critic es refereix a un comportament associat a
valors de parametres, anomenats valors critics, que marquen el llindar en canvis
sobtats (les transicions de fase) de les propietats qualitatives d’un sistema. Un cas
familiar de fenomen critic sorgeix en considerar I'efecte de la temperatura en
Pestat fisic de compostos quimics. Sabem que I'aigua passa de I'estat solid al liquid
a la temperatura de 0 °C, i de liquid a gas a 100 °C. Un altre exemple és la propie-
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tat magnética dels metalls. En escalfar una barra de ferro magnetitzada, aquesta
propietat es va perdent gradualment i desapareix a una temperatura aproximada
de 770 °C.

Un altre concepte important de la fisica és la universalitat. La seva formulaci6
no és gaire precisa, més aviat expressa un comportament qualitatiu. Es diu que un
objecte, per exemple, una equacié que descriu un fenomen, és universal (o té la
propietat d'universalitat) si s’obté (en general, per aproximacions) a partir d’altres
objectes diferents pero amb els quals comparteixen certes propietats estadistiques.
S’anomenen classes d’universalitat. Més concretament, una equacio en derivades
parcials estocastica que sorgeix com a model fisic és un objecte universal si exis-
teixen aproximacions de diferents tipus, mitjancant objectes matematics més re-
gulars que la mateixa equacio, que convergeixen cap a un objecte comu que, per
definicio, és la solucié de I'equacio en derivades parcials estocastica. Aquesta idea
té una certa fragilitat, ja que, en molts casos, no hi ha una prova rigorosa de I'exis-
téncia de soluci6 de I'equacio en derivades parcials estocastica. La universalitat vol
expressar, també, una altra propietat: I'equacié en derivades parcials estocastica
universal descriu una mateixa fluctuacio a escala macroscopica d’una varietat de
models fisics que, a escala microscopica, presenten interaccions diferents. La fluc-
tuacio és una propietat estadistica del sistema.

L’antecedent més senzill d’objecte universal és la llei de probabilitat normal o
gaussiana. En efecte, pel teorema del limit central, la successié de les sumes parcials
de successions de variables aleatories independents, amb la mateixa distribucio i
amb variancia finita i no nulla, convenientment normalitzada, convergeix (en llei)
cap a una distribucié normal. Les classes d’universalitat son el conjunt de succes-
sions amb les propietats que hem descrit abans, que, malgrat tenir distribucions
de probabilitat diverses, convergeixen cap al mateix limit.

Al cataleg d’equacions en derivades parcials estocastiques, n’hi ha que descriuen
fenomens critics, i es conjectura (o hi ha prou evidencies empiriques) que tenen
un caracter universal. Un exemple paradigmatic és 'equacio de Kardar-Parisi-
Zhang:

du(t,x) = voZu(t,x) + A(0u(t, x))? + &(t, x), (4)

onv,A € R. Fou introduida en [11] per a descriure les fluctuacions al voltant d’un
perfil determinista d’'una interficie que creix de manera aleatoria a partir d'un perfil
inicial u(0, x) (determinista). Per exemple, el front d’un incendi, la frontera d’una
colonia de bacteris o el contorn en la deposicié de materials (sediments geologics,
flocs de neu, etc.).

En Pexpressio (4), u(t, x) és la funcié que dona la posicio a I'instant ¢ corres-
ponent a la coordenada x del perfil; 0,u(t, x) expressa la variacié temporal instan-
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tania de u(t, x); d2u(t, x) (que és la variacié espacial instantania d’ordre dos) té un
efecte de regularitzacio, i (0,u(t, x))* modelitza el creixement lateral i les seves
correlacions. El terme ¢ (¢, x) representa I'aleatorietat que es produeix a escala
microscopica en forma d’un soroll blanc en espai i temps.

SiAd =0, (4) és una equacio de la calor estocastica amb una forca externa alea-
toria en forma d’un soroll blanc. La preseéncia del terme quadratic la converteix en
una equacio en derivades parcials estocastica no lineal, i aix0 afegeix complexitat
al model. Des de la perspectiva matematica, 'analisi d’aquests tipus d’equacions
presenta molts reptes. Per exemple, qiiestions tan fonamentals com I'existéncia i
la unicitat de solucions sén en molts casos un problema obert. Per a'equacio (4),
I'existéncia i la unicitat de solucions van ser demostrades el 2013 per Martin
Hairer (vegeu [10]), que, per aquest resultat, fou guardonat amb una Medalla Fields
I'any 2014.

4. UNIVERSALITAT DE L’EQUACIO KPZ

Seguint el paradigma del teorema del limit central sobre la llei de probabilitat
normal, per a demostrar una propietat d'universalitat de I'equacié KPZ, caldria
determinar una classe de fenomens descrits o simulats matematicament que com-
partissin determinades propietats i que, en algun sentit, convergissin cap a'equa-
cié KPZ. Malgrat la gran quantitat de recerca que gira al voltant d’aquesta qiiestio,
a hores d’ara és un problema obert. Tanmateix, es tracta d’'una conjectura espe-
rangadora, ja que hi ha forca exemples que n’aporten evidéncies. En aquesta seccio,
descrivim dos d’aquests exemples.

— Polimers en suspensié en liquids

Recordem que, en l'estudi del moviment brownia, s’analitza I'evolucié tem-
poral del moviment de particules en suspensi6 en liquids. Suposem que, en
comptes de particules, es considera una banda flexible amb n boles (la idealitza-
cié d’'una cadena d’un polimer amb n nodes). Els nodes estan sotmesos a forces
com a conseqiiencia de les interaccions amb les molecules del liquid, i aixo pro-
voca un moviment de tota la banda. Es vol descriure 'evolucié temporal de cada
punt de la banda quan el nombre de nodes tendeix a infinit. Per fixar el model,
considerem primer I’evolucid temporal de cada node del polimer. Se suposa que
hi ha interaccions amb els propers, i, per a incorporar la incertesa, s’afegeix un
component aleatori en cada node. El pas segiient consisteix a fer un canvi d’esca-
la pel que fa al temps i a 'espai. Anomenarem aquest procés scaling; té per objec-
tiu, entre d’altres, visualitzar d’'una manera més clara els canvis en un interval
petit de temps, perd mantenint certes propietats estadistiques. Si formalitzem la



LA INFLUENCIA D’ EINSTEIN EN L’ANALISI ESTOCASTICA 95

dinamica del fenomen amb equacions i fem tendir n a infinit, es troben els resul-
tats segiients:

1. Siles interaccions aleatories es descriuen mitjangant un moviment brow-
nia independent en cada node (una manera de modelitzar que el moviment té lloc
en un liquid estacionari), s’obté I'equaci6 en derivades parcials estocastica

dcu(t, x) = 0fu(t,x) +&(t,x),

és a dir, una equacio de la calor estocastica amb una for¢a externa aleatoria des-
crita per un soroll blanc en espai i temps.

2. Si, en canvi, el component aleatori, a diferéncia del moviment brownia,
és anisotrop (és a dir, es comporta de manera diferent depenent de les direccions
espacials), en determinades condicions, s’obté I'equacié KPZ:

deu(t,x) = dfu(t,x) + (O u(t,x))* + (8, x),

on, per simplificar, hem omes les constants.
El primer resultat esta demostrat a [8]. El segon resultat es proposa en l'article [11]
com a deduccié heuristica de 'equacié KPZ.

— Models de deposicio aleatoria

L’evoluci6 temporal de deposicions aleatories o, en paraules planeres, la cons-
trucci6 aleatoria de torres mitjangant maons, esta relacionada, almenys de mane-
ra experimental, amb I'equacié KPZ.

Imaginem (o bé observem) com es van acumulant els flocs de neu a 'ampit
d’una finestra. El perfil de la superficie va creixent aleatoriament i, si ens concen-
trem en una secci6 de la superficie, veurem que presenta (ampliant 'escala) una
forma com la de la part inferior de la figura 3. Una imatge no gaire diferent s’obté
en el procés de deposicié de materials sobre el sol, ja sigui per processos geologics
naturals o catastrofics, per metodes artificials o per simulacions. Aquests fenomens
han inspirat models teorics de deposicié. L’experiencia aleatoria consisteix a llangar
des d’un determinat nivell (que anomenem sostre) objectes d'un cert tipus seguint
regles que combinen atzar i determinisme. Vegem-ne uns quants exemples.

* Model de deposicio aleatoria simple

Es el més senzill dels que es poden considerar. Obeeix al mecanisme segiient.
Es llancen des del sostre cubs unitaris que es van acumulant en columnes deter-
minades per dos valors enters, x i x + 1, consecutius. El llangament es produeix
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en instants aleatoris, de manera que el temps entre dos llangaments consecutius
son variables aleatories X independents amb distribuci6 exponencial amb para-
metre 1 > 0, és a dir, P(X = z) = e *2. Denotem amb u(t, x) 'alcada a I'instant t
de la columna de blocs que ocupen l'espai identificat amb 'enter x, i posem
h(0,x) = 0. Definim Y, ; com les variables aleatories (independents per a cada i)
que indiquen el temps en que es produeix la caiguda del bloc i-essim a la colum-
na x. Com que la condicié u(t, x) < nés equivalenta Y’ Y,,; > tila distribucié
de probabilitat de };i, Yy ; és coneguda, es pot demostrar (eliminant constants

irrellevants) que

lim u(t, x) — 1 u(t,x) —t

L N R

per a tot x, on (N(x), x € Z) és una familia de variables aleatories normals. La
primera de les convergencies és quasi segura, mentre que la segona és en llei. Aquest
resultat diu que el model de deposicié aleatoria compleix una llei dels grans nom-
bres i un teorema del limit central. En particular, pertany al model d’universalitat
gaussia, caracteritzat per un creixement de les fluctuacions temporals d’ordre
t% (i una correlacio transversal d’ordre t).

* Model de deposicio aleatoria amb relaxacio

Considerem la mateixa experiéncia de llangament que en el cas anterior, pero
suposem que la deposicié es produeix pel mecanisme segiient: el bloc que hauria
d’acumular-se a la columna determinada per x ho fa ja sigui en aquesta columna,
ja sigui en una de les dues adjacents, i es tria la que el situa més avall (vegeu la part
superior de la figura 3). En aquest cas, les fluctuacions temporals son d’ordre t%, i

la correlacié transversal, d’ordre tz (vegeu [14]).

I
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Ficura 3. Deposicions amb relaxacié i ba-
listica.

Font: [16].
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» Model de deposicio balistica

El marc és el mateix que el de la deposicio aleatoria simple. La diferéncia rau
en el lloc on se situa (s’enganxa) el bloc que es llanga: es tria la primera posicié on
es pot enganxar al costat d’'un bloc ja existent (vegeu la part inferior de la figu-
ra 3). Aquest procediment produeix cornises i espais buits. Denotem amb u(t, x)
'alcada maxima a I'instant t per damunt de la posicié x que esta ocupada per un
bloc.

En la simulacié dels dos models —simple i balistic— hi trobem diferéncies
notables. Les fluctuacions del perfil és més gran en el primer cas que en el segon.
D’altra banda, en el model balistic es presenten correlacions transversals. Fins ara,
en aquest cas, no s’han pogut demostrar resultats similars als que hem descrit per
al model de deposicio aleatoria simple. Falten eines i métodes. Ara bé, 'analisi de
models més senzills relacionats amb la depo§icié balistica donen credibilitat a la

conjectura que 'ordre de les fluctuacions és t3, i el de les correlacions transversals,
2 1.2 \ . -
ts. Els valors Si3 dels parametres estan relacionats amb el canvi d’escala conve-

nient (pel que fa a espai, a temps i a fluctuacions) per a determinar una familia
d’aproximacions de 'equacié KPZ. No abordem aquesta interessant (i crucial)
quiestio en aquest article.

* El joc TETRIS®

Un exemple sofisticat i més general de model de deposici6 aleatori és el famos
videojoc TETRIS®. Una diferéncia important respecte dels models anteriors és el
tipus d’objectes utilitzats per a «construir I'edifici». Hi ha diferents versions. Aqui
considerem la versié en que, a partir de quadrats unitaris, es construeixen set con-
glomerats, anomenats fetrominos, com els que veiem a les figures 4 i 5.

] ==
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FiGura 4. Tetrominos.

FonT: [17].
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En instants aleatoris, per exemple, amb temps entre caigudes independents i
exponencials, un tetromino elegit i orientat a I'atzar es deposita en una posicio
aleatoria horitzontal i s’enganxa al punt més inferior, de manera que no s’encava-
Ili amb cap altre tetromino de la disposicid existent. Com és el creixement de la
interficie de la configuracié?

Suposem que les posicions x pertanyen a un interval [0, L] i, com en els casos
anteriors, denotem u(t, x) 'algada del perfil al temps t de la posicié x de la base.
Simulacions numeriques porten a la conjectura segiient: sigui o (t) la variancia de
u(t, x) respecte d’'un valor mitja que se suposa constant, aleshores,

t1/3, t < L3/2'
{Ll/z, t> 132,

on el simbol ~ significa una igualtat, modul una constant multiplicativa.

Observem aqui diversos fets. En primer lloc, les fluctuacions, per a valors
petits de t, son del mateix ordre que en el model de deposicio balistica, és a dir,
t1/3. En segon lloc, el pas a fluctuacié constant per a valors grans de t. Aixo és
degut a l'existencia de correlacions: es conjectura que, en espai, aquestes creixen
com t3, com en el model balistic. Aixo implica que, perat = L3/2 les correlacions
en espai sén de Pordre t?/° = (L3/2)2/3 = L. Finalment, s’exhibeix una transicié de
fase en el temps t = L3/2,

Figura 5. Captura parcial d'una pantalla
de TETRIS®.

FonT: [18].
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5. EriLEG

Moltes vegades, 'estudi dels fenomens fisics ha actuat com a catalitzador de
la recerca matematica. En aquest article es presenta un cas d’aquest procés que va
iniciar-se ara fa gairebé cent anys. L'interés d’Albert Einstein pel moviment brow-
nia, les seves aportacions originals i la seva credibilitat com a cientific excepcional
van fer créixer les connexions que hi havia a comencaments dels segle xx entre la
probabilitat i la fisica. Avui, el vincle esta plenament consolidat.

En aquest article, ens hem centrat en I'impacte que ha tingut el moviment
brownia en el progrés de la modelitzacié aleatoria i la seva utilitzacié. Una part
dels avengos en aquesta linia han aportat una justificacié rigorosa per a models
fisics descrits mitjangant equacions en derivades parcials estocastiques i solucions,
o un més bon coneixement de les conjectures sobre la relacié entre caos i fluctua-
cions en els sistemes fisics a escala microscopica. Un dels punts culminants ha
estat la creacié de la teoria de les estructures regulars de Hairer. La recerca en
equacions en derivades parcials estocastiques genera un cos teoric ric i complex
que expandeix la teoria de la probabilitat, crea sinergies entre diversos camps de
les matematiques (probabilitats, combinatoria, analisi complexa, analisi de Fou-
rier, teoria de la representacid, geometria diferencial, metodes numerics, etc.) i,
quelcom igualment important, sinergies entre disciplines (fisica, biologia, medi-
cina, climatologia, sociologia, etc.) a través de la utilitzacié dels sistemes comple-
xos. Es dificil imaginar un viatge d’aquesta envergadura sense I'impuls inicial
d’Einstein.
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Einstein i l'actualitat de les seves contribucions

Per commemorar el centenari del curs que Albert Einstein va impartir a
Barcelona el 1923, I'Institut d’Estudis Catalans, ’entitat que I’havia convi-
dat, organitza una exposicio al claustre de la seva seu a Barcelona, la Casa
de Convalescencia. Lexposicié «100 anys d’Einstein a Catalunya» pre-
senta, a més de 'impacte del curs de 1923, els elements més destacats de
la trajectoria d’Einstein. Lexposicid estigué oberta en dos periodes (en-
tre el marg i I'abril de 2023, i entre l'octubre de 2023 i el gener de 2024)
i fou inaugurada i clausurada per dues jornades en que experts en di-
ferents camps reflexionaren sobre la figura d’Einstein i l'actualitat de
les seves contribucions en els ambits de la fisica, I'astronomia, les ma-
tematiques i la historia de la ciencia. Tot i que les conferéncies estan
disponibles al canal de videos de I'Institut d’Estudis Catalans, en aquest
volum apleguem una versié més extensa de les intervencions de Carme
Jordi, Luis Navarro Veguillas, Sebastia Xambé Descamps, Xavier Roqué
i Marta Sanz-Solé.
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